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Unidad 1. Límites. Continuidad.  

Esquema de repaso: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Definición de función. Dominio. Recorrido. 

Una función real de variable real (𝑓: 𝐷 ⊆ 𝑅 ⟶ 𝑅) 

es una correspondencia que asocia a cada valor de 

un subconjunto de R (llamado dominio) un único 

valor de otro subconjunto de R (llamado conjunto 

imagen o recorrido) 

 

La primera magnitud x es la variable independiente y 

la segunda “y” la variable dependiente. 

Dominio f =  Dom(f) = D = {conjunto de valores de 

x para los que está definida la función}     

Recorrido f = Rec (f) = {conjunto de valores reales 

que son imagen de los valores del dominio} 

 

2. Funciones elementales. 

      Lineales            Cuadráticas        Polinómicas 

       

 Racionales (P/Q)  Radicales P   Exponencial (2x) 

                   

 Logarítmica   Trigonométricas (sen(x), cos(x), …= 

            

               

   3. Dominio de funciones elementales 

Funciones Dominios 

Polinómicas (P(x)) 

Exponenciales (2x) 

Sen(x), Cos(x) 

R 

Racionales P(x)/Q(x) R-{raíces de Q(x)} 

Radicales √𝑄(𝑥) 
Estudiar la inecuación 

𝑄(𝑥) ≥ 0 

Logarítmos loga(Q(x)) 
Estudiar la inecuación 

𝑄(𝑥) > 0 

 

 

4. Cálculo del recorrido. 

Recorrido f = Dominio de la inversa de f = Dom f-1 

Para calcular la inversa f-1 

Dada y=f(x), escribir x=f(y) y despejar “y”. 

5. Funciones definidas a trozos. Valor absoluto. 

Son funciones divididas en 

varios intervalos. Hay que 

saber representarlas. En 

particular las función |f(x)| 

|f(x)| se representa resolviendo f(x)=0 y expresando 

como una función a trozos de intervalos con valor 

f(x) cuando es f(x)>0 y -f(x) cuando f(x)<0. 6. Idea intuitiva de límite. Límites laterales. 

Un número real, L, es el límite de una función, f, en 

el punto “a” si al tomar valores de x suficientemente 

próximos a “a ”(distintos de a) , sus imágenes, f(x), 

están tan próximas a L como queramos. Se designa 

por: lim
𝑥⟶𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿. 

Límites laterales.  Podemos aproximarnos a un valor 

“a” por la izq, con valores menores que él, o por la 

derecha, con valores mayores.  

Izq lim
𝑥⟶𝑎−

𝑓(𝑥)  ;  Dcha lim
𝑥⟶𝑎+

𝑓(𝑥). Para que exista el 

límite ambos límites han de coincidir. 

 

 

 

 

7. Propiedades de los límites. 

1. lim (f(x)+g(x))=lim f(x)+lim g(x) 

2. lim f(x)∙g(x)=lim f(x)∙lim g(x) 

3. lim k∙g(x)=k∙lim g(x) 

4. Si lim g(x)>0, lim f(x)/g (x)=lim f(x)/lim g(x) 

5. Si g(x) es potencial, exponencial, logarítmica o 

trigonométrica → lim g(f(x))=g(limf(x))   

6. lim f(x)g(x) = lim f(x)lim g(x)  
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8. Cálculo de límites cuando x→ 

=→ cxfx )(lim  Se dice que hay una asíntota horizontal en y=c. 

Si f(x)=  
)(

)(

xQ

xP
, 

con P y Q polinomios 

(1) Si Grado P > Grado Q → Tiende a  . Para saber el signo  

        sustituir por un número grande para ver el signo. 

(2) Si Grado P < Grado Q → Tiende a 0. 

(3) Si Grado P = Grado Q → Tiende al cociente de los números 

que acompañan a los monomios de mayor grado. 
https://youtu.be/icZDdqfHAUo  

Si f(x)=  
)(

)(

xh

xg
,  

con g y h funciones 

- Si g(x) crece más rápido que h(x) tiende a   y si es al revés 

tiende a 0. 

-Orden de crecimiento de algunas funciones:

xxxxxxxxxx 72)log( 522

1

3

1

3 ==  

 

 

−  

-Resolver la expresión si se puede ( Ej: x
x

x
x 2

3

2
lim

2

−
+

→ ) 

-Si es la diferencia de dos funciones, dependerá del orden de 

cada una. 

-Si hay raíces y los grados son los mismos multiplicar por el 

conjugado numerador y denominador  (Ej: xxxx −−→

2lim ). 

https://youtu.be/XSflUKZbvpE  
a , con a 1  -Si a>1 tiende a   y si 0<a<1 tiende a 0. 

1  
-Resolverlo usando que e

x

x

x =







+→

1
1lim .

 
 https://youtu.be/39Q1ZwI9cFY  

0

0
 

-Resolver para convertirlo en otro tipo de indeterminación.  

(Ej: 
1

1
:

1
lim

2 ++
→

xx

x
x ). 

 

 

 

 

9. Cálculo de límites cuando x→ - 

Usar que )(lim)(lim xfxf xx −= +→−→           https://youtu.be/bQVo28zy27k 

 

 

 

https://youtu.be/icZDdqfHAUo
https://youtu.be/XSflUKZbvpE
https://youtu.be/39Q1ZwI9cFY
https://youtu.be/bQVo28zy27k
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10. Cálculo de límites cuando x→a 

0

k
 , con 0k  

-Hay que estudiar los límites laterales para ver si salen + ó – infinito. 

Izq→ =−→
)(lim xf

ax
  ;    Dcha→ =+→

)(lim xf
ax

 

-Hay una asíntota vertical en x=a. https://youtu.be/yoAPeT7_mq8  

0

0
 

-Descomponer numerador y denominador para simplificar. 
https://youtu.be/UtB_d6ZS_wg  
-Si aparecen raíces, multiplicar arriba y abajo por el conjugado. 
https://youtu.be/0M6wB158APQ  

−  -Operar  con la función para cambiar de indeterminación. (Ej: 

93

2
lim

2

2

3
−

−
−

→
x

x

x

x
x

) 

1  -Resolver usando el número “e”. 

 

 

 

 

11. Asíntotas verticales, horizontales y oblicuas. 

Asíntotas verticales. Los candidatos son los puntos que no están en el dominio y los extremos. 

A.Vertical en x=a si lim
𝑥⟶𝑎

𝑓(𝑥) =
𝑘

0
 (habrá que estudiar signo por izq y dcha). 

Asíntotas horizontales. A.Horizontal en y=b si lim
𝑥⟶∞

𝑓(𝑥) = b  ;  lim
𝑥⟶−∞

𝑓(𝑥) = b 

Asíntotas oblicua en y=mx+n,  si lim
𝑥⟶∞

𝑓(𝑥) = ±∞ , m= lim
𝑥⟶∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 , n= lim

𝑥⟶∞
𝑓(𝑥) −mx 

La posición de f(x) respecto de la asíntota se averigua mirando el signo de f(x) – (mx + n) para valores grandes de x 

 

12. Definición de función continua en un punto. 

Se dice que una función f(x) es continua en un 

punto x=a si y sólo si se cumplen estas 3 

condiciones: 

1. ∃𝑓(𝑎) 
2.∃ 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎−𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎+𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎𝑓(𝑥) 

3.𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎−𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

13. Definición de función continua en intervalo. 

- f(x) es continua en (a,b) si lo es en todos sus 

puntos. 

- f(x) es continua en [a,b] si es continua en (a,b) y es 

continua por la dcha en “a” y por la izq en “b”. 

14. Tipos de discontinuidad. 

- Discontinuidad evitable. No existe f(a) ó 

existe pero no coincide con el límite.(Falla 1 

o Falla 3) 

- Discontinuidad de salto o de 1ª 

especie.(Falla 2) 

• Salto finito: no coinciden los laterales y 

son finitos. 

• salto infinito: algún límite lateral es 

infinito. 

- Discontinuidad esencial o de 2ª especie. 

Cuando no existe algún límite lateral 

https://youtu.be/yoAPeT7_mq8
https://youtu.be/UtB_d6ZS_wg
https://youtu.be/0M6wB158APQ
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15.Continuidad de funciones elementales 

Funciones Continuidad 

Polinómicas (P(x)) 

Exponenciales (2x) 

Sen(x), Cos(x) 

Continua en R 

Racionales P(x)/Q(x) Continua en  

R-{raíces de Q(x)} 

Radicales √𝑄(𝑥) Continua en 𝑄(𝑥) ≥ 0 

Logarítmos 

loga(Q(x)) 
Continua en 𝑄(𝑥) > 0 

Tag(x) 
Continua salvo  

en 
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

 

 

16. Propiedades de continuidad. 

Si f(x) y g(x) son dos funciones continuas en 

el punto x = a, por las propiedades de los 

limites también son continuas en x = a las 

funciones:  

1. f(x)  g(x) 

2. f(x)  g(x);  

3. k   f(x)  

4. (f(x))g(x) si f(a)>0  

5. f(x)/g(x) si g(a)0 

6. g(f(x)) si g(x) es continua en f(a)  

 

17. Teorema de Bolzano. 

Si f(x) es una función continua en un intervalo cerrado [a, b] y f(a) tiene distinto signo que f(b) (f(a) . f(b) 

< 0), entonces existe al menos un punto c(a, b) tal que f(c) = 0 (es decir, donde corta al eje OX). 

 

18. Propiedad de los valores intermedios (Teorema de Darboux). 

Si f(x) es una función continua en [a, b] y n es cualquier número comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe al 

menos un número k(a,b) tal que f(c) = k 

 

 

 

 

19. Teorema de los extremos absolutos de Weierstrass. 

Si f(x) es continua en [a, b], entonces alcanza un máximo y un mínimo absoluto en [a,b] (y por tanto está 

acotada). Es decir, que hay al menos dos puntos x1, x2 pertenecientes a [a,b] donde f(x) alcanza valores 

extremos absolutos: f(x1)  f(x)  f(x2) si x [a,b]  
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Junio 2020/21 

 
 

Solución: 
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Julio 2020/21 

 
 

Solución: 
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Junio 2019/20 

 
 

Solución: 
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Julio 2019/20 

 
 

Solución: 
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Julio 2018/19 

 
 

Solución: 
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Junio 2017/18 

 
 

Solución: 
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Otros ejercicios propuestos: 

Septiembre 2016/17 

 

Asíntotas 

Junio 2014 1B Calcula el dominio y las asíntotas de las siguientes funciones 

                                               f(x) = 
√2x −x

x −2
                 g(x) = 

x3

x2− 4x+4
          

 (Sol.: a)  D(f) = R+ - {2}  AH y = -1  ; b) D(g) = R – {2} AO y = x + 4; AV x = 2) 

 

Septiembre 2014 1B Para la función f(x) =  √𝑥2 + 𝑥 + 1  

b) Estudia si tiene asíntotas oblicuas cuando x →+∞  (Sol.: y = x + ½) 

 

Junio 2011 1A. Dada la función f(x) = 
x

xx

2

434 2 ++
, se pide:  

a) Calcula las asíntotas verticales y oblicuas de f(x) .              (Sol.: AV x = 0, AO y = 2x + 3/2) 

 

Sept. 2009.  Se sabe que la recta y = 9 es una asíntota horizontal de la función   

f(x) = 
42

2

−ax

x
. Calcula el valor del parámetro aR. Estudia si dicho valor del parámetro tiene asíntotas verticales u 

oblicuas. (Sol.: a = 1/9; AV x = 6, x = -6; AO no tiene) 

Límites 

Junio 2016 1B Calcula razonadamente los siguientes límites: 

a)   lim
𝑥→−2

𝑥3+3𝑥2−4

𝑥3+5𝑥2+8𝑥+4
           (Sol.: 4)           

 

3.-  Reserva 2012 1B a) Calcula para qué valores del parámetro a ∈ R se verifica la igualdad: 

b) Calcula el límite lim
𝑥→+∞

√𝑥(√𝑥 + 1 − √𝑥 − 1)  (Sol.: 1) 

 

Reserva Junio 2011 1B. Calcula los límites:    a) 
1

1

1 2

12
lim

−

→









+

+

+

x

x x

x
  Junio 2008. a) 

xx

xxx
lím
x −

+−

→ 2

23

0

78
            (Sol.: -7)
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Unidad 2. Derivadas 

Esquema de repaso: 

 

 

 

 

 

 

 

Reglas para el cálculo de derivadas: 

Función simple Función compuesta (varias funciones)  Operaciones con la derivada 

f(x)= K f'(x)= 0    DERIVADA DE LA SUMA: 
D(f(x) +g(x)) = f´(x) + g´(x) 

 
f(x) = x f'(x)= 1    

f(x) = xn f'(x)= n xn -1 g(x) = (f(x))n  g'(x)= n (f(x))n -1f´(x)   

f(x) = ( )x  f'(x)= 
x2

1

 
g(x) = f x( )  g'(x)= 

f x

f x

( )

( )2  
 PRODUCTO DE UN 

NÚMERO POR UNA 

FUNCIÓN: 

D(k f(x)) = k·f´(x) 
f(x) = ( )xn

 f'(x)=
1

1n xnn −  g(x) = f xn ( )  g'(x)=


−

f x

n f x nn

( )

( ( )) 1  
 

PRODUCTO DE 

FUNCIONES:   
(f(x) · g(x))’ = f´(x)·g(x) + 

f(x)·g´(x) 
f(x) = e x f'(x)= e x g(x) = ef(x) g'(x)= ef(x)·f´(x) 

 

f(x) = a x f'(x)= a xlna g(x) = af(x) g'(x)= af(x)·lna·f´(x)  COCIENTE DE 

FUNCIONES :

 
D

f x

g x

f x g x f x g x

g x

( )

( )

( ) • ( ) ( ) • ( )

( )









 =

 − 

2  

 

f(x)= lnx f'(x)= 
1

x  g(x) = ln f(x) g'(x)= )('
)(

1
xf

xf  

 

f(x) = log 

ax f'(x)= 
1

x logae 
g(x) = loga 
f(x) g'(x)= )('log

)(

1
a xef

xf
 

 REGLA DE LA CADENA  

(COMPOSICIÓN DE 

FUNCIONES):   

D(g(f(x)) = g´(f(x))·f´(x) 

 

f(x) = sen x f'(x)= cos x g(x) = sen f(x) g'(x)= cos f(x) f´(x)  

f(x) = cos x  f'(x)= - senx g(x) = cos f(x) g'(x)= -sen f(x)· f´(x)  

f(x) = tgx 

f'(x)= 1+ tg2x= 

sec2x = 
x2cos

1
 

g(x) = tg f(x) g'(x)= (1+tg2x)· f´(x) 

  

f(x)=arcsenx f'(x)=
1

1 2− x
 g(x)=arcsenf(x)      g'(x)= 



−

f x

f x

( )

( ( ))1 2  
  

f(x)=arccosx  f'(x)= 21

1

x−

−
  g(x)=arccosf(x) g'(x)= 2))((1

)(

xf

xf

−

−

 
  

f(x)= arctgx f'(x)=
1

1
2

+ x
 g(x) = arctgf(x) g'(x)=



+

f x

f x

( )

( )1
2  

  

1. Definición de derivada. 

Llamaremos derivada de f(x) en x=a al límite 

𝑓´(𝑎) = lim
𝑥⟶𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= lim

ℎ⟶0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

Si ese límite no existiera, entonces f(x) no sería 

derivable en x=a. 

2. Interpretación geométrica de la derivada. 

La derivada de f(x) en el punto x = a coincide con la 

pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en 

el punto x = a, es decir, m=f´(a). 

Ecuación de la recta tangente a f(x) en x=a. 

y-f(a) = f´(a) (x-a) 

Ecuación de la recta normal a f(x) en x=a. 

y-f(a) = 
−1

𝑓´(𝑎)
(x-a) 
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3. Derivadas laterales. 

Llamaremos derivada por la izq de f(x) en x=a 

𝑓´(𝑎−) =  lim
ℎ⟶0−

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

Llamaremos derivada por la dcha de f(x) en x=a 

𝑓´(𝑎+) =  lim
ℎ⟶0+

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

Para que exista f´(a), las derivadas laterales deben 

existir y tener el mismo valor. Si no es así, si 

existen y son distintas se dice que la función 

presenta en x=a un punto anguloso. Si existen 

pero son infinitas se dice que es un punto de 

tangente vertical. 

               

   

4. Relación continuidad y derivabilidad. 

f(x) derivable en x=a → f(x) es continua en x=a 

(por lo tanto, las funciones que no son continuas no 

son derivables). 

Al revés no es cierto, se pueden encontrar funciones 

continuas que no son derivables.  

Ejemplo: f(x)=|x|={
−𝑥, 𝑥 < 0
𝑥, 𝑥 ≥ 0

 

               

   

5. Crecimiento y decrecimiento. 

f(x) es estrictamente creciente → f´(x)>0 

f(x) es estrictamente decreciente → f´(x)<0 

Los valores en que f´(x)=0 son candidatos a 

máximos y mínimos relativos. 

Para estudiar el crecimiento de una función f(x): 

1. Analizamos la continuidad de f(x) 

2. Calculamos f´(x)=0 para obtener candidatos a 

máximos o mínimos relativos. 

3. Estudiamos el signo de f´(x) con una tabla de 

intervalos en la que incluimos esos candidatos.         

   

6. Curvatura de una función. 

Si f(x) es una función que tiene f´´(x), entonces: 

f´´(x)>0 → f(x) es cóncava () (cóncava hacia abajo) 

f´´(x)<0 → f(x) es convexa () (cóncava hacia arriba) 

Los valores en que f´´(x)=0 son candidatos a 

Puntos de Inflexión. 

Para estudiar la curvatura de una función f(x): 

1. Analizamos la continuidad de f(x) 

2. Calculamos f´´(x)=0 para obtener candidatos a 

puntos de inflexión. 

3. Estudiamos el signo de f´(x) con una tabla de 

intervalos en la que incluimos esos candidatos.         

               

   

8. Teorema del valor medio de Lagrange 

Si f(x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b), 

entonces existe, al menos, un punto c(a,b) tal que  

𝑓´(𝑐) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

Interpretación: Existe un punto cuya tangente a f(x) 

es paralela a la de la recta que une (a,f(a)) y (b,f(b)). 

.         

   

7. Teorema de Rolle. 

Sea f(x) una función continua en [a,b], derivable en 

(a,b) y que verifica que f(a) = f(b) entonces existe, al 

menos, un punto c(a,b) tal que f ́(c) = 0. 

Interpretación: Existe al menos un punto cuya recta 

tangente tiene pendiente 0 y por tanto es paralela al 

eje OX. 

 

.         

   

9. Regla de L´Hopital. 

Sean f(x) y g(x) funciones continuas y derivables en 

un entorno del punto x = a. Entonces, 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
=
𝟎

𝟎
= 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒂

𝒇´(𝒙)

𝒈´(𝒙)
 

   

10. Problemas de optimización 
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Solución: 
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Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Julio 2020/21 

 
 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 19 

Julio 2020/21 

 
 

 

Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 27 

Otros propuestos 

Junio 2017/18 

 

Septiembre 2017/18 

 

Septiembre 2017/18 

 

Junio 2016/17 

 

Junio 2016/17 

 

Junio 2016/17 
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Septiembre 2016/17 

 
 

JUNIO-2016-1A    

Dada la función f(x) = x 3 + 3x 2 + ax − 6, a ∈ R, se pide:  

a) Determinar el valor del parámetro a ∈ R para que la pendiente de la recta tangente a la gráfica de f(x) en su punto 

de inflexión sea −3. (1,25 puntos) 

 b) Para el valor del parámetro encontrado, calcular los extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento 

de f(x). (1,25 puntos)  (Sol.: a) a = 0; b) Mínimo relativo en (0, - 6) y Máximo relativo (-2, -2)) 

 

PAEG-Junio-2015 1 A  

Dada la función f(x) = esen x + x2 + ax + b, a, b Є R: 

a) Determina los parámetros a,b Є R sabiendo que la gráfica de f(x) pasa por el punto (0,2) y que en dicho punto 

tiene un extremo relativo (1,5 puntos) (Sol.: a = -1, b= 1) 

b) Para los valores de los parámetros encontrados, estudia si dicho extremo relativo es un máximo o un mínimo. (1 

punto) (Sol.: (0,2) mínimo) 

 

PAEG-Junio-2015-2 B  

Dada la función f(x) = (x + 1) e2x, se pide: 

a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad  y los puntos de inflexión de f(x)  

b) Encuentra una primitiva de la función f(x) que pase por el origen de coordenadas 

(Sol.: a) Cóncavo ∀x ∈ℜ/ x > −2 Convexo ∀x ∈ℜ/ x < −2; Punto de inflexión (-2, 1/e4)) 

 
JUNIO-2014-1A  

a) Calcula los valores de los parámetros a, b € R para que la función 





++

+−
=

x

xaxx
xf

 0   si   3bex

0   si    2
)(

x2

2

  es continua y derivable en x = 0  (1, 5 puntos) 

b) Para los valores encontrados, calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x) en el punto de abscisa x 

= 0 (1 punto)   (Sol.: a) b = - 2, a = 1; b) y = 1 - 2x)                   

 
PAEG Junio 2014 1B  

a) Calcula los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función f(x) = 1 + x 2 𝑒−𝑥
2
  (1,5 

puntos)        b) Calcula las asíntotas de f(x)  (1 punto) 

(Sol.: a) Decreciente ∀x ∈ℜ/(x < −1)∪ (0 < x < 1); Creciente ∀x ∈ℜ/(−1 < x < 0)∪ (x > 1); Mínimo relativo (-1, (e+1)/e) 

Máximo relativo en (0, 1) Mínimo relativo en (1, (e+1)/e); b) AH y = 1) 
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Septiembre 2014 1B  

Para la función f(x) =  √𝑥2 + 𝑥 + 1  

a) Estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como sus extremos relativos. (UD 3) 

b) Estudia si tiene asíntotas oblicuas cuando x →+∞  (Sol.: y = x + ½) 

 

JUNIO 2013 1B  

a) Calcula los valores de los parámetros a, b ∈ R para que la función f(x) = 
𝑎𝑥2+𝑏𝑥

𝑥+1
 tenga como asíntota oblicua la 

recta y = 2x + 3                                                                                          

b) Para esos valores, escribe la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x) en el punto de abscisas x=0                                                                                                                            

 
SEPTIEMBRE 2010   

a) Definición de derivada de una función en un punto. (0,5 puntos) 

b) Dada la función  














+

+


−

+

=

1
1

1
10

0
2

)(

2

xsi
x

xsicbx

xsi
xx

xsenax

xf  , determina los parámetros a; b; c de R para que f(x) sea una 

función continua en x = 0, y además sea continua y derivable en x = 1. (2 puntos)  (Sol.: a= 1/2; b= -1/4; c=3/4) 

 

PAEG Septiembre 2010 (Reserva) (1 A).  

Dada la función f(x) = arctg 1−x definida para  1x , se pide: a) Calcula y simplifica f´(x). (1,5 puntos) b) 

Explica razonadamente por qué en ningún punto de la gráfica de la función f(x) la recta tangente es 
horizontal. (1 punto) 

 
Reserva Septiembre 2009 B.  

Dada la función f(x) =1/ ln(x), donde ln(x) es el logaritmo neperiano de x, 
a) Determina su dominio y sus asíntotas.   b) Razona que la función es decreciente en su dominio. 

 
Reserva 2008  

Determina los valores de a, b ,cR para que la función f(x) = ax
3
+bx + c pase por el punto (2, 8), tenga un 

mínimo relativo en x = 
3

3  y además la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 1 tenga pendiente 

4. Calcular la ecuación de la recta normal a f(x) en el punto de abscisa x = 1. 
(Sol.: a = 2, b= - 2, c = - 4; x + 4 y – 15 = 0) 

 
Junio 2008   

Definición de punto de inflexión de una función. Calcula el valor de los parámetros a, b R  para que la 
función f(x) = (x – a) ex + bx tenga un punto de inflexión en x= 0 y un mínimo relativo en x = 1. (Sol.:  a = 2 y b=1) 
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Septiembre - 2008  

Determina los valores de los parámetros a, b R para que la función  

f(x) = xebxax −+ )( 2  tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 3 y además pase por el punto  

(1, -1/e). Halla la ecuación de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 0.  

 
Septiembre-  2008  

Dadas las funciones f(x) = ln (1 – x2) y g(x) = ln (1 + x2), se pide: 
a) Determina el dominio de cada una de ellas. 
b) Estudia si dichas funciones tienen puntos de inflexión 

 
 

Teorema de Rolle 

JUNIO 2016 1B.  

a) Enuncia los Teoremas de Bolzano y de Rolle. (1 punto)  
b) Razona que la ecuación 2ex + x 5 = 0 tiene al menos una solución real. (0,75 puntos)  
c) Razona que, de hecho, dicha solución es única. (0,75 puntos)  (Sol.: [-1, 0]) 

 

PAEG Reserva 2013  1A.  

a) Enuncia el Teorema de Rolle. (1 punto) 
b) Razona que existe al menos un punto en el intervalo (1, 2) donde la recta tangente a la gráfica de la 
función f(x) = x5 + 3x4 - 5x3 - 15x2 + 4x + 12 tiene pendiente nula. (1,5 puntos) 

 
Junio 2006  

Enuncia el teorema de Rolle. En los ejemplos siguientes f(-2) = f(2) pero no hay ningún valor  c   (-2, 2) tal 
que f ´( c ) = 0. Justifica cada caso por qué no contradice en teorema de Rolle. 

 a)  f(x) = 
4

1

x
    b) g(x) = 2 - x   (Sol.: a) No, no es continua en x = 0; b) No es derivable en x = 0) 

 
 
 

Teorema del valor medio de Lagrange 

PAEG Reserva 2013 1B.  

a) Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange. (1,25 puntos) 
b) Calcula un punto del intervalo [-2; 2] en el que la recta tangente a la gráfica de la función  
f(x) = x 2 + 3x + 2 sea paralela a la recta que pasa por los puntos (-2; 0) y (2; 12). (1,25 puntos) 

 
PAEG Junio 2010 (Reserva) (1 A). 

Dada la función f(x) = 3x3 - 36x + 2, se pide: 
a) Determina las coordenadas de sus máximos y mínimos relativos. (1 punto) 
b) Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange. Analiza si es posible aplicarlo a la función f(x) en el 
intervalo [- 2; 2] y, en caso afirmativo, calcula en qué puntos se verifica la tesis del teorema en dicho 
intervalo. (1,5 puntos)  (Sol.: a) Máximo (-2, 110), mínimo (2, -34); b) c = 0) 
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Reserva 2008  

Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange. Explica su interpretación geométrica. Determina los 
valores de los parámetros k, p R para que la función  

f(x) = 







+


−

+

0

0
1

xsipe

xsi
x

xk

x

   verifique las hipótesis de dicho teorema en el intervalo [-1,3]  (Sol.: k = -2, p = 1) 

 
 
Problemas de optimización 
 
SEPTIEMBRE 2017 1B.  

Halla razonadamente las dimensiones más económicas de una piscina de 32 m3 con un fondo cuadrado, de 
manera que la superficie de sus paredes y el suelo necesiten la cantidad mínima de material. (2,5 puntos) 

 
SEPTIEMBRE 2016 1A.  

Se quiere construir un depósito de chapa abierto superiormente con forma de prisma recto de base 
cuadrada, de 1000m3 de capacidad, lo más económico posible. Sabiendo que: El coste de la chapa usada 
para los laterales es de 100 euros el metro cuadrado El coste de la chapa usada para la base es de 200 
euros el metro cuadrado ¿Qué dimensiones debe tener el depósito? ¿Cuál es el precio de dicho depósito? 
(2,5 puntos) (Sol.: Mínimo si L = 10 m y H = 10 m; P = 60000 €) 

 
PAEG – Sept.-2015  

Determina cómo dividir un segmento de 90 cm en dos trozos, de forma que la suma del área del 
semicírculo cuyo diámetro es uno de ellos y el área de un triángulo rectángulo que tiene como base el otro 
trozo y cuya altura es 𝜋 veces su base, sea mínima. (Sol.: Trozo1: 72 m L(base) = 18 m)  
Nota: Recuerda que el área de un círculo de radio r es 𝜋 r2. 

 
PAEG Septiembre 2013  1B.  

a) Interpretación geométrica de la derivada de una función en un punto.  
 b) Halla el punto de la gráfica de la función f(x) = x3 + 3x2 +1  donde la recta tangente tiene pendiente 
mínima. (1,5 puntos)  

 
PAEG Reserva 2013 1A.  

Si la media aritmética de dos números reales positivos es 24, calcula el valor de dichos números para que el 
producto de uno de ellos por el cuadrado del otro sea máximo. (2,5 puntos) 

 
 
Regla de L´Hôpital 
 
PAEG – Sept.-2015 1 A  

Calcula los siguientes límites: 

lim
𝑥→0

𝐿𝑛(1+2𝑥)

𝑥 𝑒𝑠𝑒𝑛 𝑥
                          lim

𝑥→0
(1 + 𝑡𝑎𝑛𝑔 𝑥)

1

𝑥+𝑠𝑒𝑛 𝑥      (Sol.: a) 2; b) e1/2) 
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PAEG Septiembre 2013 1A  

a) Calcula el valor de a Є R, a >0, para que la función 

f(x) =  {

𝑒 𝑥 − 𝑒 −𝑥

𝑎𝑥
𝑠𝑖  𝑥 < 0

(
2𝑥 + 7

2𝑥 + 1
)
𝑥

𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0
    sea continua en x = 0           b) Calcula el límite:  lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) 

(Sol.: a) a = 2; b) e3) 

 
PAEG Reserva 2013 1B  

a) Calcula para qué valores del parámetro a Є R se verifica la igualdad   lim
𝑥→0

(cos  (𝑎𝑥))
1

𝑥2= e – 2 

b)Calcula el límite  lim
𝑥→+∞

√𝑥   (√𝑥 + 1 − √𝑥 − 1)           (Sol.: a) a = 2, a = -2; b) 1) 

 
Septiembre 2012 1A   

a) Calcula el valor de a ∈ R, a > 0 para que la función  

f(x) =  {

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑎𝑥
𝑠𝑖 𝑥 < 0

(
2𝑥+7

2𝑥+1
)
𝑥

𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0
  sea continua en x = 0                                   (Sol.: a) a = 2; b) e3)                                    

b) Calcula el límite cuando x tiende a + ∞)  

 
Junio-2008  

Calcula los siguientes límites: 

a) 
xx

xxx
lím
x −

+−

→ 2

23

0

78
        b) 

x

x
x

x
lím

cos

1

2/
cos

2








+

→ 
   (Sol.: a) -7; b) 𝒆

𝝅−𝟐
𝝅⁄ ) 

 
Reserva 2008  

Determina el valor de k   R, k  0, para que se cumpla que: 

xsenx

xgxsen
lím

kx

kxe
lím

x

kx

x +

+
=

−−

→→

tan281

020
    (Sol.: k = 10) 

 
Septiembre 2006  

a) Enuncia la regla de L´Hôpital.  b) Resuelve el límite siguiente: 
xsenxtg

xsenx
lím
x −

−

→0
 (Sol: 1/3) 

 
Junio 2003  

Enuncia la regla de L´Hôpital. Calcula el siguiente límite: 







−

+→ xxL
lím
x

1

)1(

1

0
   (Sol.: L = ½) 

 

Junio 2002  

Enuncia la regla de L´Hôpital y calcula el siguiente límite 
( )

)1ln(

)1ln(4

0 xx

xx
lím
x +

+−

→
  

 

Junio- 2001  

Calcula: 
20 )1(

cos1

−

−

→ xx e

x
lím  (Sol.: L =  ½) 
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Unidad 3.1. Integral indefinida. 

 

 

 

 

 

 

2. Tabla de integrales inmediatas. 

 

1. Primitiva de una función. Integral indefinida. 

F(x) es primitiva de f(x) si F´(x)=f(x). En general, todas las funciones F(x)+K serán también primitivas. 

La integral de una función f(x) es el conjunto de todas sus primitivas y se denota por ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = F(x)+K 

K se denomina constante de integración. 

Propiedades: 1. ∫(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ;  2. ∫ 𝑐 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐 + ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
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3. Método de sustitución. 

El método de integración por sustitución consiste en introducir una variable t, que sustituye a una expresión 

apropiada en función de x, de forma que la integral se transforme en otra de variable t, más fácil de integrar.  

Ejemplo:  ∫(ln (𝑥))3 ∙
1

𝑥
𝑑𝑥 ;   Hacemos el cambio t=ln(x) , dt=1/xdx → ∫ t3 ∙ 𝑑𝑡 = 

𝑡4

4
+ 𝑘=

(ln (𝑥))4

4
+ 𝑘 

 

4. Método de integración por partes. 

Del producto de derivadas → d(uv)=duv + udv → ∫𝑢 ∙ 𝑑𝑣 = 𝑢 ∙ 𝑣 + ∫𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

¿Cómo lo aplicamos? 

 

Nota: Para escoger u(x) se utiliza la regla nemotécnica ALPES 

A-Arcos(arccos,…), L- Logaritmos, P – Potencias (x,x2,…), E – Exponencial (ex), S – Senos, cosenos 

 

5. Integración de funciones racionales. ∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 

5.1 Si grado P(x)>grado Q(x) → Dividimos P(x) entre Q(x) → P(x)=Q(x)C(x)+R(x), grado R<grado Q 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝐶(𝑥) +

𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
  →  ∫

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= ∫𝐶(𝑥) + ∫

𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
  ,  ∫𝐶(𝑥) es inmediata y ∫

𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
 es el caso 5.2 

5.2 Si grado P(x)<grado Q(x) → Factorizamos el denominador Q(x) y pueden darse 4 casos: 

a) Raíces reales simples Q(x)=(x-a)(x-b)(x-c) → Escribimos 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴

(𝑥−𝑎)
+

𝐵

(𝑥−𝑏)
+

𝐶

(𝑥−𝑐)
 

Calculamos los valores de A,B y C haciendo mcm y sustituyendo x=a, x=b, … . Se obtienen integrales 

inmediatas que dan logaritmos. 

b) Raíces reales múltiples Q(x)=(x-a)n →  Escribimos 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴

(𝑥−𝑎)
+

𝐵

(𝑥−𝑎)2
+⋯+

𝐶

(𝑥−𝑎)𝑛
 

Calculamos los valores de A,B, …, C haciendo mcm y sustituyendo x=a, … . Se obtienen integrales 

inmediatas que dan logaritmos y potencias. 

c) Raíces reales simples y múltiples Q(x)=(x-a)(x-b)n
→  

Escribimos 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴

(𝑥−𝑎)
+

𝐵

(𝑥−𝑏)
+

𝐶

(𝑥−𝑏)2
+⋯+

𝐷

(𝑥−𝑐)𝑛
 

Calculamos los valores de A,B,C,…, D haciendo mcm y sustituyendo x=a, x=b,… . Se obtienen integrales 

inmediatas que dan logaritmos y potencias. 

d) No tiene raíces reales Q(x)=x2+a2 (factor irreducible de 2º grado) 

Escribimos 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝑀𝑥

𝑄(𝑥)
+

𝑁

𝑄(𝑥)
 → La primera fracción se resuelve con logaritmos. 

La segunda fracción hay que expresar Q(x) de la forma Q(x)=(x-a)2+b2=b2((
𝑥−𝑎

𝑏
)2 + 1) con lo que  

∫
𝑁

𝑄(𝑥)
 = 

𝑁

𝑏2
∫

1

(
𝑥−𝑎

𝑏
)2+1

𝑑𝑥 =
𝑁

𝑏2
∙ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑔 (

𝑥−𝑎

𝑏
) + 𝑘 
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Junio 2020/21 

 
 

Solución: 
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Julio 2020/21 

 
 

Solución: 
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Septiembre 2017/18 

 
 

Solución: 
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Septiembre 2016/17 

 
 

Solución: 
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Otros propuestos: 

PAEG JUNIO 2015 2B.  

Dada la función f(x) = (x + 1) . e 2x , se pide: a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de 

inflexión de f(x). (1,25 puntos) b) Encuentra una primitiva de la función f(x) que pase por el origen de coordenadas. 

(1,25 puntos). (Sol.: a) Cóncava (-2, +∞) , convexa (-∞, -2) . P. Inflexión (-2, 1/e4); b) F(x) = 
4

1

4

)12( 2

−
+ xex  

PAEG SEP-2015   

Calcula las integrales  

        dxxx
x

)4(
1 43 −         dxxx ln      (Sol.: a) )

3

4

7

8 4 33 kxxx +− ; b) kxLn
x

+− )12(
2

2

) 

 
PAEG SEP-2014  

Calcula las integrales 

                 dx
ee

e
xx

x

 −−
 ,     dx

x + 24

2
   (Sol.: I = Ln 12 −xe +k; I = arctag k

x
+









2
 

Nota: En la primera integral puede ayudarte hacer el cambio de variable t = e x 

 

PAEG Reserva 2013  2B  

Calcula las siguientes integrales: 

        dx
xsen

x

 + 21

cos2
         dxxxx + ln)2( 2        (Sol.: I = 2 arctag (sen x) + k; I = k

xx
xLnx

x
+−−








+

293

23
2

3

) 

 
PAEG Reserva 2013 2A   

Calcula las siguientes integrales: 

             dxx
x

x

 







+ ln

ln2
            dxx +123     (Sol.: I = Ln2 x + x Ln x – x + k; I = (2x + 1) kx ++12 ) 

 

PAEG Junio 2013 2B   

Calcula las siguientes integrales: 

           dx
xsen

xxsen

 + 21

cos2
               dx

xx

xx

 −

−+

4

4
3

2

    (Sol.: I = Ln(1 + sen2 x) + k; I = Ln x + ¼ [Ln I x – 2I – Ln I x + 2 I]  +k ) 
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PAEG Septiembre 2013  2A  

Calcula las siguientes integrales: 

                                       dx
x

xx


++
2

1 ,              dx
ee

e
xx

x

 +− 232
 

Observación: El cambio de variable  t = ex puede ayudarte a calcular la segunda integral 

(Sol.: I = 2 Ln x2 – 2 k
xx
+−

11
; I = Ln I ex  - 2 I – Ln I ex -1 I +k) 

 

PAEG SEPTIEMBRE 2012 2A  

Calcula las siguientes integrales 

a) dxxxsen cos2     b) dx
x

e x

        (Sol.: a) I = k
xsen
+

3

3

; b) I = 2 xe + k) 

 

PAEG RESERVA 2012 2A  

Calcula la siguiente integral   dx
xx

x
 +

+
23

2
      (Sol.: I = Ln I x + 1 I – Ln I x I – 2/x +k) 

 

PAEG RESERVA 2012 2A  

Encuentra una primitiva F(x) de la función f(x) = (x2 + 1) ex tal que F(0) = 5.   (Sol.: F(x) = (x2 -2x + 3) ex + 2 

 

PAEG JUNIO 2012 2B  

Calcula las siguientes integrales: 

a)  dx
x + 294

1
             b) dx

x
x )

tan

1
(tan +  

 
PAEG JUNIO 2011 2 A  

Calcula las siguientes integrales:  

a) dxxxsenx + )cos2(cos    b) dx
x

x
 +

−

2

13

   

(Sol.: a) I = ½ sen (2x) + ½ sen2 x + k, b) I= 1/3 x3 –x2 + 4 – 9 Ln(x + 2) + k) 
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Unidad 3.2. Integral definida 

Esquema de repaso: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

6. Integral definida de una función continua.  

Dada una función f(x) continua y positiva en [a,b], 

llamamos integral definida de f(x) en [a, b] al área 

de la región limitada por la función f(x) entre las 

rectas x = a y x = b y el eje OX. Dicha área la 

representaremos como A=∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 . “a” se 

denomina límite inferior de la integración y “b” 

límite superior de la integración. 

 

 

 

 

 

 

7. Propiedades. 

1. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝑎

𝑎
 

2. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
 

3. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎
 

4. Si f(x)>0 y continua en [a,b]→ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 > 0
𝑎

𝑎
 

5. ∫ 𝑓 + 𝑔 = ∫ 𝑓 + ∫ 𝑔
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
  ; ∫ 𝑘𝑓 = 𝑘 ∫ 𝑓

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 

6. f(x)g(x) continuas → ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 

 

 

 

 

 

 
8. Regla de Barrow.  

Si f(x) es una función continua en [a,b] y F(x) es una 

primitiva de f(x) en [a,b], entonces 

∫ f(x) = F(b) − F(a)
b

a

 

 

 

 

 

 

 

9. Teorema del valor medio del cálculo integral. 

Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, 

b], existe, por tanto, un punto c [a, b] de tal modo 

que  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎)
𝑏

𝑎

 

Interpretación: El área del trapecio mixtilíneo 

considerando es igual que el área de un 

rectángulo de la misma anchura cuya altura sea la 

imagen de un punto que pertenezca al intervalo 

[a, b] 

  

 

 

 

 

 

 

10. Teorema fundamental del Cálculo integral.  

Si f(x) es una función continua en [a, b], y G(x) es la 

función definida en [a, b] como G(x) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 , 

entonces G(x) es derivable en [a, b] y G ́(x) = f(x), 

para todo x(a,b). 

 

 

 

 

 

 

 

11. Cálculo del área bajo una curva.  

Tres casos: 

      
Pasos: 1) Hallar puntos de corte de f(x) con OX. 

2) Estudiar signo f(x) en los intervalos obtenidos. 

3) Hacer esbozo, escribir integrales y calcular. 
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12. Cálculo del área entre 2 curvas. 

Pasos a seguir: 

1) Hallar los puntos de intersección entre f(x) y g(x) resolviendo f(x)=g(x). 

2) En los intervalos que forman los puntos anteriores estudiar cuál de las 2 funciones está por encima (para 

ello sustituye un punto intermedio de cada intervalo en cada función a ver cuál tiene más valor). 

3) Realiza un esbozo de las funciones (RECOMENDABLE) 

4) El área vendrá dada por A=∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 , siendo f(x) la función que esté por encima. 

5) Calcular la integral. 
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Junio 2019/20 

 
 

Solución: 
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Julio 2019/20 

 
 

Solución: 
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Junio 2018/19 

 
 

Solución: 
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Junio 2018/19 

 
 

Solución: 
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Julio 2018/19 

 
 

Solución: 
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Solución: 
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Junio 2017/18 

 
 

Solución: 
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Solución: 
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Septiembre 2017/18 

 
 

Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Otros ejercicios propuestos: 

PAEG JUNIO 2016 2A  

Calcula la integral definida ∫
cos√𝑥

2
 𝑑𝑥

𝜋2

4
0

           (Sol.: I = 
𝜋

2
−  1) 

Nota: Puede ayudarte hacer el cambio de variables t = √𝑥   y a continuación aplicar integración por partes    

 
PAEG JUNIO 2016 2B 

a) Calcula el área de la región acotada por las gráficas de las parábolas: 
 f(x) = x 2 − 4x + 3 y g(x) = −x 2 + 2x + 11. (1,5 puntos)  
b) Calcula c ∈ R para que las rectas tangentes a las gráficas de f(x) y g(x) en el punto de abscisa x = c  tengan 
la misma pendiente. (1 punto)                                                            (Sol.: a) A = 112/3 u2; b) c = 3/2) 

 
PAEG SEPTIEMBRE 2016 2A  

Dada la función  g(x) = (x + b) cos x, b 𝜖 R 
a) Calcula la primitiva G(x) de g(x) que verifica que G(0) = 1  

b) Calcula el valor de b 𝜖 R sabiendo que lim
𝑥→0

𝐺(𝑥)− 𝑔´(𝑥)

𝑥
= −2 

(Sol.: a) G(x) = (x + b)  sen x + cos x; b) b = -1) 

 
PAEG SEPTIEMBRE 2016 2B  

Dadas las funciones f(x) = 
2

𝑥
  y  g(x) = 3 – x, se pide: 

a) Esbozar la región encerrada entre las gráficas de f(x) y g(x) (0,5 puntos) 
b) Calcular el área de la región anterior. (2 puntos) (Sol.: b) A = (3/2 – Ln 4) u2) 

 
PAEG JUNIO 2015 2A  

Dada la función  

                      g(x) ={
2𝑥 + 4 𝑠𝑖 −2 ≤ 𝑥 < 0
(2 − 𝑥)2 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 1

 

a) Esboza la región encerrada entre la gráfica de g(x) y el eje de abscisas. (0,5 puntos) 
b) Calcula el área de la región anterior (2 puntos)               (Sol.: A = 16/3 u2) 

 
PAEG SEPTIEMBRE 2015 2A.  

a) Calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x) = x 2 en el punto de abscisa x = 2. (0,5 puntos) 
b) Esboza la región encerrada entre las gráficas de f(x), la recta calculada en el apartado a) y el eje de 
ordenadas. (0,5 puntos) 
c) Calcula el área de la región anterior. (1,5 puntos)                               (Sol.: c) A = 14/3 u2) 

 
PAEG SEPTIEMBRE 2014 2A  

a) Esboza la región encerrada entre las gráficas de las funciones f(x) = sen x, g(x) = - sen x, y rectas x = π / 2 
y x = 3π / 2. (0,5 puntos) 
b) Calcula el área de la región anterior. ( 2 puntos)              (Sol.: A = 4 u2) 
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Unidad 4. Matrices. Determinantes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Definición de Matriz.  

Se denomina matriz de orden o dimensión m x n a todo conjunto cuyos 
elementos están dispuestos en m filas y n columnas. La representaremos por 
A = (aij)mxn  

 

 

 

 

 

 

 

2. Tipos de matrices.  

 
 

 

 

 

 

3. Operaciones con matrices. 

-Suma. Tienen que tener la misma dimensión. A=(aij), B=(bij) → A+B=(aij+bij) 

Propiedades: Conmutativa, Asociativa, E.Neutro (A+0=0+A) y E. Opuesto (A+(-A)=(-A)+A=0) 

-Multiplicación de un nº por una matriz. A=(aij) → kA=(kaij) 

Propiedades: k(A+B)=kA+kB, (k+t) A=kA + tK,  (kt)A=k (tA) , 1A=A 

-Multiplicación de matrices. Para multiplicar 2 matrices el número de columnas de la primera tiene que 

coincidir con el número de filas de la segunda. A=(aij)mxn, B=(bij)nxp → AB=(cij)mxp , cij=∑ 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1  

    

Propiedades: No se cumple conmutativa ABBA, Si cumple Asociativa, Distributiva suma y E.Neutro. 

-Potencia de una matriz. A2=AA, A3=A2A, …, An=An-1A 

 

 

A=At 

-A=At 
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4. Propiedades de la matriz traspuesta. 

Se llama matriz trapuesta (At) a la que se obtiene 

de cambiar las filas por las columnas o al revés. 

Propiedades: 

1) (At)t = A 

2) (A+B)t = At + Bt 

3) (kA)t = kAt 

4) (AB)t = BtAt (Cuidado, cambia el orden) 

 

 

 

5. Rango de una matriz. 

El rango de una matriz A, rg(A), es el número de filas o 
de columnas no nulas linealmente independientes que 
tiene la matriz. 

Método de Gauss: consiste en convertir la matriz inicial 
en una matriz triangular superior cuyos elementos por 
debajo de la diagonal sean ceros, utilizando las 
transformaciones elementales adecuadas. El rango de la 
matriz será́ el número de filas no nulas que tiene la 
matriz triangular que hemos obtenido.  

 

 

 

6. Determinantes. 

    

 

Propiedades: 

1) |A|=|At| 

2) Si permutamos dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo 

3) Si multiplicamos una fila o una columna de una matriz por un número, 

su determinante queda multiplicado por dicho número. 

4) Si una matriz tiene 2 filas o 2 columnas iguales su determinante es 0. 

5) Si una matriz tiene una fila o columna nula su determinante es 0. 

6) Si 2 filas o 2 columnas son proporcionales su determinante es 0. 

7) El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos 

de su diagonal principal. 

8) Si todos los elementos de una línea están formados por 2 sumandos, su 

determinante se descompone en la suma de 2 deter. con esos sumandos. 

9) Si a una línea se le suma una combinación lineal de otras líneas paralelas su determinante no varía. 

10) |AB| = |A||B| // 11) Si una matriz tiene una línea que es C.Lineal de las otras  

                                       paralelas entonces su determinante es 0. 
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7. Matriz inversa. Propiedades.  

La matriz inversa de una matriz cuadrada A de orden n es otra matriz A-1 del mismo orden que cumple:  

A·A-1 =A-1 ·A=I 

Las matrices que tienen matriz inversa se llaman regulares o invertibles, y las que no la tienen, matrices 

singulares. Una matriz cuadrada de orden n solo tiene inversa si r(A) = n.  

Propiedades: 

1) (A-1)-1 = A          2) (kA)-1= 
1

𝑘
 A-1   3) (AB)-1= B-1  A-1 (Cuidado, cambia el orden) 

4) I-1 = I      5) (At)-1 = (A-1)t    6) (A+B)-1  A-1 + B-1    7) |A-1| = 1/|A| 

 

 

 

 

 

 

8. Formas de calcular la matriz inversa. 

1º) Método de Gauss           2º) Aplicando la definición AA-1=I (con sistema 

ecuaciones) 

3º) Usando determinantes   Si |A|0 → 𝐴−1 =
𝐴𝑑𝑗(𝐴𝑡)

|𝐴|
 

- Menor complementario de aij → ij = Determinante de matriz que se obtiene de quitar fila i y columna j 

- Adjunto de aij → Aij = (-1)i+j  ij 

- Matriz Adjunta → Adj = (Aij) 

 

 

 

Ejemplo: Calculamos la inversa de A 

 

                                          Adj(At)=

(

  
 

+|
1 0
0 1

| − |
−2 0
2 1

| + |
−2 1
2 0

|

− |
−1 3
0 1

| + |
1 3
2 1

| − |
1 −1
2 0

|

+ |
−1 3
1 0

| − |
1 3
−2 0

| + |
1 −1
−2 1

|)

  
 
= (

1 2 −2
1 −5 −2
−3 −6 −1

) 

             |A| = 5+12+12 – (-30-2+12) = 29 – (-20) = 49 → A-1= 
1

49
∙ (

1 2 −2
1 −5 −2
−3 −6 −1

) 
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9. Cálculo del determinante usando los adjuntos 

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una línea por sus 

adjuntos correspondientes. 

Ejemplo: 

   
Ejemplo cálculo determinante de matriz 4x4 haciendo 0 en la 2ª fila (sumando C.Lineal de 1ª columna) 

 

 

 

 

10. Rango de una matriz por determinantes 

El rango de una matriz A será el orden (dimensión) 

de la mayor submatriz con determinante no nulo. 

Empezaremos probando con el determinante de la 

mayor submatriz y si sale 0, iremos probando con 

determinantes de submatrices más pequeñas. 

 

 

 

 

 

 

 

11. Ecuaciones matriciales. 

Las resolveremos de la siguiente forma: 

   

Importante: Producto matrices no es conmutativo 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Otros ejercicios propuestos: 

Junio 2017/18 

 

Septiembre 2017/18 

 

Junio 2016/17 

 

Septiembre 2016/17 

 
 

PAEG JUNIO 2010 3B.  

Consideremos las matrices A =  








10

12
  y  B = 









+

−

cb

a

2

32
 

Determina los valores a; b; c   R de forma que se cumpla que el determinante de la matriz B sea igual a 8, 
y además se verifique que A · B = B · A. (2,5 puntos)              (Sol.: (a, b, c) = ( 1, -2, 4) 
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PAEG JUNIO 2011 -  3A   

Dadas las matrices A =   








−− 43

54

    
B  =

  









01

10

 
, se pide : 

a) Resuelve el sistema matricial 




=+

=+

BYX

AYX 32

 
b) Encuentra una fórmula general para Bn, donde n   N. (Indicación: Calcula las primeras potencias de la 

matriz B)  (Sol.: X = 







 −−

46

24 ; b)  Bn = I  si n es par; Bn = B si n es impar) 

 

JUNIO 2008  

Dada la matriz A = 
















100

011

001

, se pide: 

Encuentra la expresión general de la potencia n-ésima de A. En otras palabras, calcula la expresión de An 
donde n es un número natural cualquiera. 

 Razona que la matriz An tiene inversa para cualquier n   N, n 1, y calcula dicha matriz inversa. (NO)                    

(Sol.: a)  An = 

















100

01

001

n
; b) r(A) = 3) 

 
SEPT. 2007 

Dadas las matrices A = 









42

20   y  B = 






 −

12

11
, se pide: 

Resuelve la ecuación matricial: A . X + X = B, donde X es una matriz de orden 2x2. (NO) 

Resuelve el sistema: 




=+

=+

BYX

AYX

34

22
, siendo X e Y dos matrices de orden 2x2 

        (Sol.: b) X = 









−−

−

51

41 ; Y = 







−

72

51 ) 

 
PAEG SEPTIEMBRE 2016 3A  

Dadas las matrices  

A = 








− 11

01
, B = (

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

) ,  C = (
1 2 3
−1 2 −3

)   y   D = (
3 1 2
0 1 0

)    

a) ¿Qué dimensiones debe tener una matriz X para poder efectuar el producto matricial A ∙ X ∙ B? 

(0,5 puntos) 

b) Despeja X en la ecuación matricial A ∙ X ∙ B + C = D  (1 punto) 

c) Calcula la matriz X (1 punto)    (Sol.:  a) X del orden 2 x 3· b)  X = A -1 (D – C) B -1; c) X = (
𝟐 −𝟐 −𝟏
𝟑 𝟎 𝟐

)) 
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PAEG JUNIO 2016 3B Sabiendo que   

10

32

322

=

cba

zyx  , donde x, y, z, a, b, c 𝜖 R, calcula los determinantes 

5

3

5

2

5

644

211414

cba

zyx +++
        y   

0005

3260

3230

30

cba

zyx

 indicando las propiedades que usas en  cada caso para justificar tu respuesta. 

(1,25 puntos por determinante)                 (Sol.: a) 14; b) - 150 ) 

 

PAEG SEPTIEMBRE 2015  

a) Despeja X en la ecuación matricial A ∙ X – A = 2 A2 , donde A y X son matrices cuadradas de orden 3      ( 1 punto) 

b) Calcula X, siendo    A = (
1 0 2
1 1 0
0 0 −1

)         (1 punto) 

c) Calcula los determinantes de las matrices A101  y  A1000  (0,5 puntos) 

(Sol.: a) X = 2A + I ; b) X = (
𝟑 𝟎 𝟒
𝟐 𝟑 𝟎
𝟎 𝟎 −𝟏

); c) I A I = -1;  IA101I = I A I101 = (-1)101 = -1; IA1000I = 1) 

 

42.- PAEG JUNIO 2014 a) Sabiendo que A es una matriz cuadrada de orden 2 tal que 5=A , calcula razonadamente 

el valor de los determinantes   A− ,  1−A , TA , 3A  ( 1 punto) 

b) Sabiendo que  2

103

111 =

cba

 calcula, usando las propiedades de los determinantes, 

cba

cba

cba

333

111

13

+++

−−−

    y   

4441

100300

2222

0005

cba    (1,5 puntos)   (Sol.: a) 5, 1/5, 5, 125; b) -6, -800) 

PAEG JUNIO 2015   

a) Despeja X en la ecuación matricial X ∙ A + B = X, donde A, B y X son matrices cuadradas de orden 3.  ( 1 punto) 

b) Calcula X, siendo:    A = (
0 0 0
1 0 0
2 1 0

)     y   B = (
0 3 −2
−1 4 0
1 1 1

)  (1,5 puntos)   

 (Sol.: a) X = B (I – A)-1 ; b) X = (
−3 1 −2
3 4 0
5 2 1

)) 
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43.- PAEG SEPTIEMBRE 2014 3B  

Encuentra dos matrices A, B cuadradas de orden 2 que sean soluciones del sistema matricial  





=−

=+
−1

22

CBA

CBA           siendo C = 









52

31      (Sol.: A = (
2/3 7
14/3 10

); B = (
17/3 4
8/3 11

)) 

 

44.- PAEG SEPTIEMBRE 2014 3A  

a) Discute, en función del parámetro m Є R, el rango de la matriz 

A = 

















−+−

−+

−

131

131

131

mm

mm                        (2 puntos) 

b) ¿Para qué del parámetro m Є R existe la matriz inversa de A? (0,5 puntos) 

(Sol.: a) m ≠ 0, 6  R = 3; m = 0  m = 6 , R =2; b) m ≠ 0, 6  existe A-1) 
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Unidad 5. Sistemas de ecuaciones 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

2. Tipos de sistemas según su solución 

- Sistema Compatible Determinado (SCD). Tiene 

una única solución. 

- Sistema Compatible Indeterminado (SCI). 

Tiene infinitas soluciones. 

- Sistema Incompatible (SI). No tiene ninguna 

solución. 

 

 

 

 

 

3. Métodos para resolver un sistema 

1) Método de Gauss. Transformar el sistema en 

otro sistema escalonado equivalente. 

2) Método matricial, cuando A es cuadrada. 

Si |A|0 → Existe A-1 → AX=B →  

A-1AX=A-1B → X= A-1B 

3) Regla de Cramer para SCD. 

 

 

 

 

 

1. Expresión matricial de un sistema de ecuaciones. Dado sistema de m ecuaciones con n incognitas: 

 

 

El sistema se puede expresar como AX=B 

Si B=0 se dice que el sistema es homogéneo. 

Si algún bi  0, se dice no homogéneo. 

 

 

 

 

 

4. Teorema de Rouché-Frobenius. Dado un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n 

incognitas, siendo A la matriz de coeficientes y A*=(A|B) la matriz ampliada, se cumple: 

rag(A) = rag(A*) = n (nº incognitas) → SCD (1 solución) 

rag(A) = rag(A*) < n (nº incognitas) → SCI (infinitas soluciones) 

rag(A)  rag(A*) → SI (1 no tiene solución) 

 

 

 

 

 

 

5. Discusión de un sistema en función de un valor k. 

1) Estudiamos el rag(A). Para ello vemos cuando |A|=0 → Obteniendo valores a, b, c donde vale 0. 

2) Si ka, b, c → |A|0 → rag(A)=rag(A*)=n → SCD (1 solución) → Resolver por Cramer sin sustituir k. 

3) Si k=a → Estudiar rag(A) que es <n y rag(A*) y aplicar el T.Rouché-Frobeinus. 

    Si k=b → Idem, Si k=c → Idem … 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Otros ejercicios propuestos: 

Junio 2017/18 

 

Septiembre 2017/18 

 

Junio 2016/17 

 

Septiembre 2016/17 

 
 

PAEG SEPTIEMBRE 2016 3B  

a) Enuncia el Teorema de Rouché-Fröbenius (0,5 puntos) 
b) Razona que un sistema de tres ecuaciones lineales con cuatro incógnitas no puede ser C. Determinado 
(0,5 p) 
c) Determina para qué valores del parámetro a 𝜖 R el sistema 

{

2𝑥 + 3𝑦 −  𝑧 + 2𝑡 = 2
5𝑥 + 𝑦 + 2𝑧         = 1
   𝑥 + 8𝑦 − 5𝑧 + 6𝑡 = 𝑎

 es incompatible (1,5 puntos) 
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PAEG JUNIO 2016 3A  

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en función del parámetro m ∈ R 

{
𝑥 − 𝑦 + 𝑚 𝑧 = 0

        4𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧         = 𝑚
−𝑚𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1 − 𝑚

 (1,5 puntos) 

b) Calcula la solución cuando el sistema sea compatible indeterminado. ( 1 punto) 

(Sol.: a) m ≠ 1 SCD;  m = 1 SCI; b) (x, y, z) = ( 1 + µ, 1+2µ, µ) 

 
PAEG SEPTIEMBRE 2015 3A.  

a) Enuncia el Teorema de Rouche-Frobenius. (0,5 puntos)  

b) Razona que el sistema de ecuaciones lineales {

𝑥 + 3𝑦 − 3𝑧 = 4
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1
3𝑥 + 2𝑦 − 𝑎𝑧 = 5

  no es incompatible para ningún 

valor  a ∈ℜ . (1 punto)  
c) Resuelve el sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (1 punto)  
(Sol.: a) Teorema de Rouche-Fröbenius Un sistema de ecuaciones lineales, S, es compatible sí, y solo sí, el 
rango de la matriz de los coeficientes, A, es igual al rango de la matriz ampliada A/B; es decir: S es 
compatible ⇔ rang (A) = rang (A/B); b) a ≠ 2 SCD; si a = 2 SCI; Sistema Compatible ∀ a ∈ ℜ ) 

 
PAEG JUNIO 2015  

He pensado un número de tres cifras tal que la cifra de las decenas es la media aritmética de las otras dos. 
Además, si a dicho número se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la diferencia es 198. 
Por último, las tres cifras de mi número suman 12. 
a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que recoja la información anterior y clasifícalo. Para ello, 
puede serte útil observar que el número cuya cifra de las centenas es x, la de las decenas y, y la de las 
unidades z, puede expresarse como 100x + 10y + z. (1,5 puntos) 
b) Determina, si el problema tiene solución, el número de tres cifras que he pensado. (1 punto) 
(Sol.: b) SCD c) 543) 

PAEG JUNIO 2014  

a) Se sabe que el sistema de ecuaciones lineales 

{

𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 = 4
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 8
𝑥 − 5𝑦 + 𝑎𝑧 = 4

               con a ∈ R es compatible indeterminado. Calcula a y resuelve el sistema para 

dicho valor del parámetro  (2 puntos)  
b) Para el valor de a encontrado, da una solución particular del sistema tal que x = y (0,5 puntos) 

(Sol.: a) Si a = 8 SCI  (4 + µ, 5 µ; 3 µ); b) µ=1  (5, 5, 3)  y si µ = 3 (5, 5, 3)) 
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PAEG RESERVA-2013 3A  

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en función del parámetro m número real. 

{
 

 
2𝑦 − 𝑧 = 𝑚

3𝑥 − 2𝑧 = 11
𝑦 + 𝑧 = 6

2𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 = 𝑚

                 

 

b)Calcula la solución cuando el sistema sea compatible determinado  (1 punto) 

(Sol.: a) Si m = 6; SCD; m ≠ 6 SI; b) m = 6 SCD  (5, 4, 2) 

 
PAEG-RESERVA-2013  

Dado el sistema de ecuaciones lineales: 

{

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0
−4𝑥 − 2𝑦 +𝑚𝑧 = 0
3𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0

 

a) Existe algún valor del parámetro m para el que el sistema sea incompatible? (0,5 puntos) 

b) Estudia para qué valor del parámetro m el sistema tiene alguna solución distinta de la trivial 

x = y = z = 0. (1 punto) 

c) Resuelve el sistema para todos los valores de m de R. (1 punto) 

(Sol.: a) Nunca puede ser incompatible.  B) Si no tiene solución trivial SCI R(A) ≤ 2, si m= -1 SCI,  

 (-3µ, 5 µ, 2 µ); c)  m ≠ -1, SCD y tiene la solución trivial) 

 
PAEG-SEPTIEMBRE-2013 3B  

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en función del parámetro m número real. 









=+−

−=−−

−=−+

mzyx

mzyx

zyx

22

132

15

                                                                         ( 1,5 puntos) 
b) Calcula la solución cuando el sistema sea compatible indeterminado (1 punto) 

 
PAEG JUNIO-2012 3A  

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en función del parámetro m € R 

                                           (1,5 puntos) 
b) Calcula la solución cuando el sistema sea compatible determinado      ( 1 punto) 
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Unidad 6 - 7. Vectores. Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos. 

Esquema de repaso: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Vector en el espacio. 

- Llamaremos vector fijo 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ al segmento 

orientado de origen A y extremo B. 

- Diremos que 2 vectores son 

equipolentes si tienen el mismo 

módulo, dirección y sentido. 

- Llamaremos vector libre 𝑣  al conjunto de todos 

los vectores equipolentes. 

- Las coordenadas del vector 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  se calculan 

haciendo B-A = (b1-a1, b2-a2, b3-a3). 

 

 

2. Vectores L.Dep/Independientes. 

- Un vector 𝑤⃗⃗  se dice que es C.Lineal de un 

conjunto de vectores {u1, u2, …, u2} si es posible 

encontrar números reales k1,k2, …, kn tal que 

k1u1+k2u2+…+knun = 0. 

- Un conjunto de vectores son L.Dependientes si 

cualquier de ellos se puede poner como C.Lineal 

de los demás. 

- Un conjunto de vectores son L.Independientes 

si ninguno se puede expresar como C.Lineal de los 

demás. 

¿Cómo saber cuales son L.Independientes?. 

Para determinar la dependencia lineal de un grupo 

de vectores, los colocamos como filas de una 

matriz A. El rango de esa matriz es el número 

vectores L.Independientes. 

Si |A|0 →Son todos L.Independientes. 

Observación: 

- Tres vectores son L.Dependientes si son paralelos 

(están en el mismo plano: coplanarios). 

- Tres vectores son L.Independientes si están en 

planos distintos. 

 

 

 

 

3. Base en el espacio. Coordenadas de un vector 

- Una base en el espacio es un conjunto de 3 

vectores L.Independientes entre sí de forma que 

cualquier vector se puede expresar como C.Lineal 

de ellos. 

- Si 3 vectores son perpendiculares se dice que 

forman una base ortogonal. Si además tienen 

módulo 1 forman una base ortonormal. 

- La base canónica es 𝑖 (1,0,1), 𝑗 (0,1,0), 𝑘⃗ (0,0,1) 

- Dada la base {𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑤⃗⃗ }, cualquier vector 𝑝  se 

expresa de forma única como 𝑝 =𝑎𝑢⃗ + 𝑏𝑣 + 𝑐𝑤⃗⃗  . 
Diremos que (a,b,c) son las coordenadas de 𝒑⃗⃗  
respecto a esa base. 

4. Producto escalar. 

- Producto escalar 𝑢⃗ ∙ 𝑣 = |𝑢⃗ | ∙ |𝑣 | ∙ cos (𝑢, 𝑣̂) 

- Expresión analítica 𝑢⃗ ∙ 𝑣 =u1v1+u2v2+u3v3 

- Módulo de 𝑢⃗ → |𝑢⃗⃗  ⃗| = √𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2 

- Ángulo de 2 vectores cos(𝑢, 𝑣̂) =
𝑢⃗⃗ ∙𝑣⃗ 

|𝑢⃗⃗ |∙|𝑣⃗ |
 

- Interpretación geométrica del producto escalar: 

Producto escalar es el producto del módulo de un 

vector por el módulo de la proyección del otro v´ 

|𝑣´⃗⃗  ⃗| = |𝑣⃗⃗  ⃗|cos (𝑢, 𝑣̂) 

- 𝑢⃗ ⊥ 𝑣 ⟷ 𝑢⃗ ∙ 𝑣 = 0 

 

 

5. Producto vectorial. 

- El producto vectorial de 𝑢⃗  y 𝑣  es un vector 𝑢⃗ 𝑥𝑣  
perpendicular a 𝑢⃗  y 𝑣 , de sentido igual al avance de 

un sacacorchos al girar de 𝑢⃗  a 𝑣  y de módulo 
|𝑢⃗ 𝑥𝑣 | = |𝑢⃗ ||𝑣 |cos (𝑢, 𝑣̂). 

 

 

- Expresión analítica: 
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6. Aplicaciones del producto vectorial. Propiedades. 

Propiedades               

1) 𝑢⃗ 𝑥𝑣 = 0 → 𝑢⃗ = 0 ó 𝑣 = 0 ó 𝑢⃗ = 𝑘𝑣   (paralelos)  // 2) Anticonmutativa 𝑢⃗ 𝑥𝑣 = −𝑣 𝑥𝑢⃗   // 3)Distributiva 

4) 𝑘(𝑢⃗ 𝑥𝑣 ) = (𝑘𝑢⃗ )𝑥𝑣 = 𝑢⃗ 𝑥(𝑘𝑣 )               // 5) 𝑢⃗  𝑦 𝑣  son perpendiculares a 𝑢⃗ 𝑥𝑣  

 

 

 

 

 

7. Producto mixto.               Interpretación geométrica: 

Producto mixto  a [𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑤⃗⃗ ] = 𝑢⃗ ∙ (𝑣 𝑥𝑤⃗⃗ ) 

Expr.analítica  [𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑤⃗⃗ ] = |

𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3
𝑤1 𝑤2 𝑤3

| 

Propiedades 

1)  [𝑢⃗ , 𝑣 , 𝑤⃗⃗ ] = −[𝑣 , 𝑢⃗ , 𝑤⃗⃗ ] (Propiedad Deter) 

2) 3 vectores L.Dep (coplanarios) → 

su producto mixto es 0. 
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8. Ecuaciones de la recta en el espacio.                

 

 

 9. Ecuaciones del plano en el espacio.                

 

Obs: 4 puntos A,B,C y D coplanarios → det(𝐴𝐵,⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐶,⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0 

 

Tres puntos A, B y C están 

alineados si 𝑟𝑎𝑔(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 1 

Ecuación conocido punto P(x0,y0,z0) y 

vector normal 𝒏⃗⃗ (𝒂, 𝒃, 𝒄) 
a(x-x0)+b(y-y0)+c(z-z0)=0 
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10. Posición relativa de 2 rectas el espacio.                

- Posibles posiciones:  Coincidentes    Paralelas    Secantes     Se cruzan 

 

 

- Estudio mediante vectores directores y puntos que las determinan.  r:<A, 𝑢⃗ > , s:<B, 𝑣 > 

   I. Si 𝑢⃗ ∕∕ 𝑣  →Coincidentes (si A pertenece a s) y paralelas (si A no pertenece a s) 

   II. Si 𝑢⃗  no es paralelo a 𝑣  → Se cortan si 𝑢⃗  , 𝑣  y 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ son L.Dep → det(𝑢⃗  , 𝑣  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0 

                                                 Se cruzan si det(𝑢⃗  , 𝑣  , 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)  0 

- Estudio con los rangos a partir de vectores directores y puntos 

r:<A, 𝑢⃗ > , s:<B, 𝑣 > → M=(

𝑢1 𝑣1
𝑢2 𝑣2
𝑢3 𝑣3

)  M/N=(

𝑢1 𝑣1 𝑎1 − 𝑏1
𝑢2 𝑣2 𝑎2 − 𝑏2
𝑢3 𝑣3 𝑎3 − 𝑏3

) 

 

- Estudio con rangos con rectas con ecuación en forma implícita 

    

    

   I. Si rag(M)=3 y rag(A)=4 → SI (S. Incompatible)  - Se cruzan 

   II. Si rag(M)=3=rag(A) → SCD (S. Compatible Determinado)  - Secantes 

   III. Si rag(M)=2 y rag(A)=3 → SI (S. Incompatible)  - Paralelas 

   IV. Si rag(M)=2=rag(A) → SCI (S. Compatible Indeterminado)  - Coincidentes 
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11. Posición relativa de 2 planos en el espacio.                

- Estudio mediante vectores normales.  1:<A, 𝑛1⃗⃗⃗⃗ > , 2:<B, 𝑛2⃗⃗⃗⃗ > 

   I. Si 𝑛1⃗⃗⃗⃗ ∕∕ 𝑛2⃗⃗⃗⃗ →Coincidentes (si A pertenece a 2) y paralelos (si A no pertenece a 2) 

   II. Si 𝑛1⃗⃗⃗⃗  no es paralelo a 𝑛2⃗⃗⃗⃗  → Se cortan en una recta. 

- Estudio con los rangos a partir de las ecuaciones implícitas 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12. Posición relativa de 3 planos en el espacio.  Ecuaciones en forma implícita              
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12. Continuación … (Posición relativa de 3 planos en el espacio)            

 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. Posición relativa de recta y plano.    

- Estudio con 𝑑  vector director de la recta y 𝑛⃗  vector normal plano. Si 𝑑 ∙ 𝑛⃗ = 0 → Son perpendiculares y 

por tanto, son coincidentes o paralelas (falta ver un punto de una en la otra).  Si 𝑑 ∙ 𝑛⃗ ≠ 0 → Secantes. 

- Estudio con rangos con ambas ecuaciones expresadas en forma implícita.       
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14. Haz de planos.    

- Haz de planos paralelos. La ecuación del haz de planos paralelos a uno dado p : Ax + By +Cz + D =0 

es de la forma Ax + By +Cz + K = 0 . Para determinar K, necesitamos un punto del plano del haz, que 

sustituiremos en la ecuación del plano del haz. 

 

- Haz de planos secantes en una recta. 

   

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15. Ángulos entre rectas y planos.   
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16. Distancias entre puntos, rectas y planos.   

- Distancia entre 2 puntos → d(A,B)=|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(𝑏1 − 𝑎1)2 + (𝑏2 − 𝑎2)2 + (𝑏3 − 𝑎3)2 

- Distancia entre punto y recta → P y r:<A,  𝑢⃗ > → d(A,r)=
|𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑥𝑢⃗⃗ |

|𝑢⃗⃗ |
  

Otro método:  

1) Hallar plano  perperdicular a r y que contiene a P  

(Vector normal al plano =  Vector de la recta) 

2) Calcular punto Q intersección de r y  

3) d(P,r) =d(P,Q) 

Proyección ortogonal de un punto P a una recta r → Calcular plano perpendicular a r que pasa por P y 

hacer la intersección con la recta r. 

- Distancia de un punto P a un plano  →P(x1,y1,z1), :Ax+By+Cz+D=0 

d(P, )=
|𝐴𝑥1+𝐵𝑦1+𝐶𝑧1+𝐷|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
 

Otro método: 

1) Hallar la recta r perpendicular a  que pasa por P 

2) Hallar Q la intersección de la recta r con el plano  

3) d(P, )=d(P,Q) 

Proyección ortogonal de la recta r sobre el plano  → Es la recta intersección del plano  con un 

plano ´perpendicular a  que contiene a la recta r. 

- Distancia entre 2 rectas r y s.   

r//s (pararelas) → cogemos un punto de r y hallamos la distancia a s 

r no paralela a s →  

Hallamos plano  paralelo a s que contiene a r (𝑛⃗ = 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ 𝑥𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ ) → d(r,s)=d(s, ) 

Otro método: d(r,s) = 
𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜

Á𝑟𝑒𝑎 𝐵𝑎𝑠𝑒
 = 
|[𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑢𝑠⃗⃗ ⃗⃗  ,𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗]|

|𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗  𝑋𝑢𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗|
 con A y B puntos cualquiera de r y s 

- Distancia de una recta r a un plano .  

Si se cortan d(r, )=0.  Si no se cortan, d(r, )=d(P, ), P un punto de la recta. 

- Distancia entre 2 planos  y ´. 

Si //´y P es un punto de  → d(,´)=d(P, ´) 

- Recta perpendicular a 2 rectas que se cruzan. 

Hallar plano r que contiene rectar r y vector 𝑤⃗⃗ = 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ 𝑥𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  (perpendicular a r y s) 

Hallar plano s que contiene s y vector 𝑤⃗⃗ = 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ 𝑥𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  (perpendicular a r y s) 

La recta perpendicular t es la intersección de r y s 

 

 

 

 

 

P 

P 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 92 

Julio 2019/20 

 
 

Solución: 
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Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 94 

Junio 2018/19 

 
 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 95 

Junio 2018/19 

 
 

Solución: 
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Solución: 
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Solución: 
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Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 99 

Junio 2017/18 

 
 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 100 

Septiembre 2017/18 

 
 

Solución: 
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Septiembre 2017/18 

 

Junio 2016/17 

 

Junio 2016/17 

 

Septiembre 2016/17 

 

Septiembre 2016/17 
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JUNIO 2016 4A   

Sea r la recta determinada por el punto P(1, 0, 1) y el vector v (1, -1, 0) 

a) Calcula el punto de r más cercano al punto Q(0, 0, 1)  (1,5 puntos) 

b) Calcula el punto simétrica de Q respecto a r. (1 punto) 

(Sol.: a) R(1/2, 1 /2, 1); b) Q´(1,1,1) 

JUNIO 2016 4B   

Dados los planos 

      π : ax + y + 2z = 2       π´ :  x + y + z = 0   y  π´´ : x + ay + z = a     donde a ∈ R, se pide: 

a) Estudiar la posición relativa de los planos anteriores en función del parámetro a ∈ R (1,5 puntos) 

b) Para el valor a = 1, calcular la distancia entre π´ y π´´. (1 punto) 

(Sol.: a) a ≠ 1, 2 Se cortan en un punto los tres planos, si a = 1 π´ y π´´ son paralelos y π los corta en dos rectas 

paralelas; si a = 2 se cortan dos a dos en tres rectas paralelas)  

SEPTIEMBRE 2016 4A  

Dadas las rectas  

r:  2 – x = y – 2 = 
𝑧

3
       y     s : {

𝑥 = −1 + 2𝛾
𝑦 = −1 +  𝛾
𝑧 = 𝑐 − 3𝛾

    , 𝛾 ∈ R donde c ∈ R, se pide: 

a) Estudiar la posición relativa de r y s en función del parámetro c ∈ R. (1,5 puntos) 

b) Halla el punto de intersección de r y s cuando dichas rectas sean secantes. (1 punto) 

(Sol.: a) c ≠ 3 las rectas se cruzan; b) c = - 9 , punto de corte P(3, 1, -3)) 

SEPTIEMBRE 2016 4B  

Dados los planos  

π : 2x – 3y + z = 0  y        π´:   {
𝑥 = 1 + 𝜇 + 𝛾
𝑦 = 𝜇 −  𝛾
𝑧 = 2 + 2𝜇 + 𝛾

      𝜇, 𝛾 ∈ R y el punto P(2, -3, 0) 

a) Hallas la ecuación continua de la recta r que pasa por P y es paralela a la recta s determinada por la intersección 

de π y π´  (1,5 puntos) 

b) Calcular el ángulo entre los planos π y π´   ( 1 punto) 

(Sol.: a) Para conocer el vector director de π ' se hallará el producto vectorial de los vectores que lo engendran  

v = (5, 7, 11) , r : 
𝑥−2

5
 = 
𝑦+3

7
 = 
𝑧 

11
 ; b) 40 5´ 46´´) 
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JUNIO 2015 4A.  

a) Calcula la distancia del punto P(-1, 2, 0) a la recta {
−𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0

𝑦 + 𝑧 = 1
  (1,25 puntos) 

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de r. (1,25 puntos) 

(Sol.: a) Hallaremos un plano π que contenga el punto P y que sea perpendicular a la recta dada. Una vez hallado el 

plano se calculara el punto Q de intersección del plano y la recta, el modulo del vector PQ es la distancia pedida. 

Π: x – y +z +3 = 0; 𝑑 = √2 u; b) P´(1, 2 -2)) 

JUNIO 2015 4B.  

Dados los puntos A(1 , λ + 1 , -1), B(2 , λ , 0) y C( λ + 2 , 0 , 1), se pide:  

a) Estudia si existe algún valor del parámetro λ ∈ℜ para el que A, B y C estén alineados. (1,25 puntos)  

b) Para λ = - 1, da la ecuación implícita del plano que contiene a los puntos A, B y C. (1,25 puntos) 

(Sol.: a) λ = 1; b) Para determinar el plano π debemos de halla los vectores AB, AC y AG, siendo G el punto 

generador del plano. Π: x + y – 1 = 0) 

SEPTIEMBRE 2015 4A.   

Dada la recta r = {
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 3
𝑥 − 𝑧 = 1

  

a) Da la ecuación implícita del plano Π perpendicular a r que pasa por el punto P(2, 1, 1) (1,25 puntos) 

b) Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los tres puntos que resultan al hacer 

la intersección de Π con los ejes coordenados (1,25 puntos) 

(Sol.: a) El plano buscado π como vector director el de la recta r, que es perpendicular al vector PG, siendo G el 

punto genérico del plano, siendo el producto escalar, de ambos vectores, nulo y la ecuación pedida del plano.  

 Π : x + 3y + z – 6 = 0; b) V = (1 / 6) 72 = 12 u3) 

SEPTIEMBRE 2015 4B.  

Dados el planos π≡x + ay + 3z = 2, a ∈R y la recta r ={
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = −1
2𝑥 − 𝑦 = 0

 

a) Halla a para que π y r se corten perpendicularmente. (1,25 puntos) 

b) Halla a para que π y r sean paralelos (1,25 puntos) 

(Sol.: a ) Los vectores directores de la recta y el plano que cumplen la condición de perpendicularidad son iguales o 

proporcionales a = 2: b) Si la recta y el plano son paralelos sus vectores directores son perpendiculares y, por ello, su 

producto escalar (•) es nulo, a = - 5) 
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JUNIO 2014 4A  

a) Halla a∈ R para que las rectas r ≡ {
𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 1
−𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 2

 y s ≡ {
𝑥 + 𝑦 = 0

3𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 𝑎
 se corten en un punto (1,25 puntos) 

b) Para dicho valor de a da la ecuación implícita de un plano 𝜋 que contenga a r y s. (1,25 puntos) 

(Sol.: a) a = -1; b) 𝜋: x + 2y – z - 1 = 0) 

JUNIO 2014 4B  

Dados el plano 𝜋 ≡ x – y = 4 y la recta r ≡ {
𝑥 + 𝑧 = 1

2𝑥 + 𝑦 + 𝑎𝑧 = 0
   a ∈ R se pide: 

a) Estudia si existe algún valor del parámetro a para el que r y 𝜋 sean paralelas (0,75 puntos) 

b) Estudia si existe algún valor del parámetro a para el que r y 𝜋 se corten perpendicularmente (0,75 puntos) 

c) Para a = 1, da la ecuación implícita de un plano 𝜋´ que contenga a r y corte perpendicularmente a 𝜋 (1 punto) 

(Sol.: a) a = 3; b) No son perpendiculares,; c) 𝜋´ = x + y + 1 = 0) 

SEPTIEMBRE 2014 4A.  

a) Estudia la posición relativa de las rectas r ≡ x = −y = z  y   s ≡ x = y = z – 2  (1,25 puntos)                

b) Calcula la distancia entre r y s. (1,25 puntos)  

(Sol.: a) Las rectas r y s se cruzan en el espacio; b) Calcularemos un plano π que contenga a la recta s y sea 

paralelo a la recta r. Tomaremos un punto R cualquiera de la recta r (el indicado en su ecuación, por ejemplo) y 

hallaremos la distancia de este punto al plano π: x – z – 2 = 0 , que es la distancia buscada. d( r , s) =  √2 u) 

80.- SEPTIEMBRE 2014 4B.   

a) Estudia la, en función del valor del parámetro a ∈ R, la posición relativa de los planos 

{

𝜋1 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 3
𝜋2 ≡ 𝑥 − 𝑦 + 𝑎𝑧 = −1

𝜋3 ≡ 𝑎𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 5
  (1,5 puntos)   

b) Calcula, en función del parámetro a, la distancia entre los planos π1 y π2. (1 punto) 

(Sol.: a) a = 1, π1 y π3 son planos paralelos, π1 y π2 se cortan en una recta  y π 2 y π 3 se cortan en una recta; si a 

≠ 1 se cortan en un punto; b) a ≠ 1 los dos planos se cortan en una recta; si a = 1 los dos planos son paralelos y la 

distancia es 
2√3

3
 u) 
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Unidad 8. Estadística y probabilidad. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Experimento aleatorio. Espacio muestral. Sucesos.   

    

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Tipos de sucesos  

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Operaciones con sucesos   

Suceso unión de dos sucesos A y B es el suceso que se realiza cuando lo hacen A ó B (o ambos). Se 
representa por A U B 
Suceso intersección de dos sucesos A y B es el suceso que se realiza a la vez el suceso A y el suceso B. 
Se representa por A ∩ B. 
Diferencia de sucesos: A – B (se lee A menos B) es el suceso formado por los todos los casos de A que 
no son de B.                                                     A – B = ( A ∩ 𝐵̅) 
Sucesos incompatibles:  dos sucesos, A y B, se llaman incompatibles cuando no tienen ningún caso 
común. Es decir, cuando A ∩ B  = Ø. Los sucesos incompatibles no se pueden verificar 
simultáneamente. 
Sucesos compatibles:  dos sucesos A y B son compatibles si pueden obtenerse simultáneamente. Es 
decir  
A ∩ B  ≠ Ø. 
 Algunas propiedades importantes 
-  Si A ∁ B, entonces A U B = B  y  A ∩ B = A 

-  Leyes de Morgan :   𝐴 ∪  𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅       y       𝐴 ∩  𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ 
       

    

   

   

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 106 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Continuación (Operaciones con sucesos) 

      

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Frecuencia Absoluta y relativa de un suceso A 
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5. Definición axiomática de probabilidad 

Se puede definir la probabilidad como una 

función P que a cada suceso A le asigna un 

número real P(A)  que cumple 3 axiomas: 

Axioma 1: La probabilidad del suceso seguro o 

espacio muestral es 1.   P(E) = 1 

Axioma 2: Cualquiera que sea el suceso A, su 

probabilidad es un número no negativo. P(A) ≥ 0 

Axioma 3: Si A y B son dos sucesos 

incompatibles, A ∩ B = Ø, entonces la 

probabilidad del suceso unión es la suma de las 

probabilidades.    P(A U B) = P(A) + P(B) 

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Regla de Laplace 

  

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. Diagrama de árbol 

Es una forma de organizar el planteamiento de 
un problema de probabilidad de manera que el 
experimento se va ramificando a medida que 
se van sucediendo las pruebas (lanzamientos, 
extracciones, tiradas, …). 
Sobre cada rama se va anotando la 
probabilidad de que el suceso correspondiente 
se produzca. Finalmente, la probabilidad de 
llegar a un determinado resultado es el 
producto de todas las probabilidades de las 
ramas que llevan a ese resultado. 

  

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Probabilidad condicionada 

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9. Tablas de contingencia 

Las tablas de contingencia nos servirán de 
apoyo en la aplicación de la probabilidad 
condicionada. Estas tablas, de fácil manejo, nos 
permiten calcular una probabilidad 
condicionada fácilmente.  

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. Teorema de la probabilidad total 

Tenemos n sucesos A1, A2, ..., An, incompatibles 

dos a dos y tales que E = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An. 
Entonces,  

P(S) = P(A1 ∩ S) + P(A2 ∩ S) + . . . + P(An ∩ S) = 
P(A1).P(S/A1) + P(A2).P(S/A2) + ...... + (An).P(S/An) 
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11. Teorema de Bayes (Prob. A “posteriori”) 

Tenemos n sucesos A1, A2, ..., An, incompatibles 

dos a dos y tales que E = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An. 
Entonces,  

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12. Variable aleatoria 

Una variable aleatoria es una función que asocia 

un valor numérico a cada posible resultado de un 

experimento aleatorio. Si los resultados son 
finitos o infinitos numerables , la variable 
aleatoria se denomina discreta. Si los resultados 
son infinitos, la variable aleatoria es continua. 

 

       

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. Variable aleatoria discreta 

Función de probabilidad 
Sea X una variable aleatoria discreta con posibles valores x1, x2,..., xn ,se llama función de 
probabilidad o función de masa, a aquella función que hace corresponder a cada valor de la variable 
con su probabilidad.    f(xi) = P(X = xi)= pi 

Propiedades de la función de probabilidad  
a) pi ≥ 0          b)  ∑𝑝𝑖= 1 
 

Esperanza y varianza de la v.a 

Esperanza 𝝁 = E [X] = x1 . p1 + x2 . p2 + … + xn . pn ∑ 𝑥𝑖 ∙ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  

Varianza 𝝈2 =  ∑ 𝒙𝒊
𝟐 ∙  𝒑𝒊 − 𝝁

𝟐𝒊=𝒏
𝑰=𝟏   

  

Función de distribución 

Es la función acumulada F(x)=P(Xx) 

    

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. Modelos probabilísticos discretos. 

14.1 Modelo Bernoulli. Experimento aleatorio con 2 posibles resultados: éxito (1) o fracaso (0). X 

variable aleatoria con 2 valores, 0 fracaso y 1 éxito para un suceso A. 

P(x=0)=1-p=q , P(x=1)=p 
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14.2 Modelo Binomial. Consiste en repetir n veces un experimento Bernoulli de parámetro p en las 

mismas condiciones de independencia. La variable X = nº veces que ocurre con éxito el suceso A será 

una binomial de parámetros n y p. XB(n,p).  X={0,1,2,3,…}  

       

    

 

 

 

 

 

 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15. Variable aleatoria continua.  
Una variable aleatoria es continua cuando puede tomar un número infinito de valores en la recta 
real.La distribución de probabilidad asociada a una variable aleatoria continua se llama distribución de 
probabilidad continua. En una distribución continua la probabilidad de un valor concreto es cero. En 
este caso, las probabilidades que calculamos están siemprea asociadas a intervalos: P( a ≤ X ≤ b) 

Función de distribución → Es la función acumulada F(x)=P(Xx) 

Función de probabilidad o función de densidad →f(x)=F´(x) → F(x)=∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

−∞
 

Propiedades  

a) f(x) ≥ 0          b)  𝑃(𝑎 ≤≤ 𝑥 ≤ 𝑏)= F(b)-F(a)   c) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
= 1  d) P(X=a)=0 

Esperanza y varianza de la v.a 

Esperanza 𝝁 = E [X] =∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
  //  Varianza 𝝈2 =  ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − 𝜇2

∞

−∞
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16. Modelos probabilísticos continuos: Normal.  

Diremos que una distribución de probabilidad sigue una distribución normal de media µ y desviación 
típica σ, y lo representaremos por N(µ; σ) cuando la representación gráfica de su función de densidad 
es una curva positiva continua, simétrica respecto a la media, de máximo en la media, y que tiene 2 
puntos de inflexión, situados a ambos lados de la media (µ − σ y µ + σ respectivamente). 
 

 Definición. Una variable aleatoria continua, con media µ y con 
desviación típica 𝜎, es una variable normal si su función de densidad, 

f : R  → R, es :    f(x) = 
1

𝜎 √2𝜋 
  𝑒−

1

2
 (
𝑥− 𝜇

𝜎
)
2

   

 

Propiedad. P(a ≤ X ≤ b) = P(a < X < b) =  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

 

Regla 68-95-99     

  

 

 

Normal tipificada N(0,1) 

 

 

 

 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 111 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 112 

Junio 2020/21 

 
  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 113 

Julio 2020/21 

 
  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 114 

Junio 2019/20 

 
  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 115 

Julio 2019/20 

 
  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 116 

Junio 2018/19 

 
  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 117 

Junio 2018/19 

 
  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 118 

Julio 2018/19 

 
  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 119 

Julio 2018/19 

 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 120 

Junio 2017/18 

 

 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 121 

Junio 2017/18 

 

 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 122 

Septiembre 2017/18 

 

 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 123 

Otros propuestos: 

Septiembre 2017/18 

 

 

Junio 2016/17 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 124 

Junio 2016/17 

 
 

Septiembre 2016/17 

 

 

 

 

 



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 125 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 126 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 127 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 128 

  



Cuadernillo de repaso EvAU CLM - Matemáticas II  

Departamento de Matemáticas – IES Melchor de Macanaz 

 

 pág. 129 

 


