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UNIDAD 1. NUMEROS REALES

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B2.C1.1. Reconoce los distintos tipos de nimeros y opera y resuelve problemas con ellos.

B2.C3.1. Utiliza las propiedades de los logaritmos para resolver ejercicios y problemas asociados a
fendmenos fisicos, bioldgicos 0 econdémicos.

B2.C1.2. Intervalos. Inecuaciones.
B2.C3.3. Reconoce sucesiones mondtonas y acotadas y entiende el concepto de limite de una sucesion.

Resumen del tema:

B2.C1.1. Reconoce los distintos tipos de nimeros y opera y resuelve problemas con ellos.

/1. Tipos de nimeros \

2. Tipos de decimales
- Naturales (N): 0, 1, 2, ... - Decimales exactos (Q): 123,27, 3,845
-Enteros (2):0, 1,2, ..y -1,-2,-3, .. _ Peri6dicos Puros (Q): 1°'666..=1°6 , 0'2323...=0"23
- Racionales (Q): Fracciones (% con a, beR) - Periédicos Mixtos (Q): 1°366..=1"36
- Irracionales (l): No se pueden poner como fraccién - Ni exactos ni periédicos (I - Irracionales)
(r, e,/p con p primo, 0712345 ...,07102030 ...) 0712345 ...,07102030...

KReaIes (R): Racionales (Q) e irracionales (1) J

3. Representacion de fracciones y decimales en la recta. (https://www.youtube.com/watch?v=UiJZwbgT06U)
Fracciones: El denominador indica el n? de partes iguales en N2 decimales: Pasarlos a fraccién y representar

que dividir la unidad y el numerador las que coger. -D.Exacto 1’2 = i—z ,123 = %
Ej: 4/7 e & & & - P.Puro 14 = 169—1 173 = 12939—1
0 4 ) R B N )
> - P.Mixto 126 = 25712 17673 = 1923716
7 90 990

Nota: En la representacion de fracciones, para dividir un segmento en partes iguales de forma exacta habria que
usar el método de Thales. (Video: https://www.youtube.com/watch?v=dqgWRtHWI0-c)

4. Representacion de Irracionales del tipo 1‘/5 en la recta. Si conseguimos expresar p como suma de dos
cuadrados enteros, p = a? + b?, entonces por el Teorema de Pitagoras, podremos usar un tridngulo rectangulo
de lados a y b para representar \/5 Video: https://www.youtube.com/watch?v=npHXAFgPrOoQ

X
Ejemplo 1. Representacion de v10 1 x2=32+12 2> x=v/32 + 12 =10
Como 10 = 32 + 12, si aplicamos el T. Pitadgoras
3 —~

Por tanto, podemos usar ese tridngulo sobre la recta para representarlo
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Ejemplo 2. Representacién de V3
No podemos encontrar dos cuadrados enteros que sumen 3, pero si que

podemos expresar 3=(\/§)2 + 12. Por lo tanto, podemos representar /2 y utilizarlo como base de un tridngulo
rectangulo de altura 1 para representar V3

V2 V3

1 V2 0 1 v2 v3 J4 v

1 1
ﬂ Aproximacion y errores 6. Notacion cientifica
- Truncar a las décimas (poner 0 desde las Expresar un nimero en notacién cientifica consiste
centésimas en adelante). Ej: 3,456 - 3,400 en expresarlo como el producto de un nimero entre
- Redondear a las centésimas (si la cifra siguientes 1.y 10 por una potencia de 10.
es 5 0 mds subir una unidad a las centésimas y si es Ejemplos: < >
menor de 5 entonces truncar). Ej: 3,456 = 3,460 a) 345678 = 345678 - 10° + B
. b) 0,000345 = 3'45- 10*
- Error absoluto y error relativo. K 5 o ;
E, = |Valor — Valor, | g p—— ¢) 3456 1.0 =3456- 10 .
a aprox reall » =T 7 yalor,eqr (https://drive.google.com/file/d/0B-

vhttps://www.voutube.com/watch?v=5cmpf8FNX2Cy 02ZNYAUZ9CXzRvU29BcOpJNHM/view )

7. Propiedades de las potencias

1.3%1 4. Misma base. a"-a™M=a™™; a": aM=a"™

2. Base negativa. (-a)P?'=aP"; (-a)'mpar= - gimpar 5. Mismo exponente. a"-b"=(ab)"; a":b"=(a/b)"
-n n

3. Exp. negativo. a™ = i; (%) = (S) 6. Potencia de una potencia. (a")m=a"™

N “

8. Definicion de radical ﬁPropiedades de los radicales \

n
a=b e a=b" n
Va ) . 1. "WaP = Ya 6. Suma de radicales
(a radicando y n indice)
n D — n 7] .
Observaciones: 2. (\/E) va Descomponer radicandos y extraer factores
- Si a<0, entonces */a sélo 3.™/2g = ™/g V50 4+ V8 + V12 =
existe con n impar.
1 m o h = .1 . B2 3 2.3 —
Na = an s YaT = an 4.Va Va Vb V2:52+23+42
5."§=n—ﬁ 5VZ+ 292 + 293 = 7VZ + 2V3
Video 1: https://www.youtube.com/watch?v=0QRf4ISIfY4&vl=es

Video 2: https://www.youtube.com/watch?v=n4LBiSxHv94 /
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10. Racionalizar (quitar raices del denominador)

3 37 37
1. Va en el denominador. Multiplicar numerador y denominador por va. (Ej:ﬁ = \/7\/\;7 = T\/_)

2. Ya™ en el denominador. Multiplicar numerador y denominador por ¥a? con b lo que falta hasta n.

(6 3377 _ 3377 _ 3-5\/7_2)

Ej.51/73 - 51/73.5 72 - 51/75 7

3
Aa++ i : ' (B =
3.va £ Vb en el denominador. Usar el conjugado. (Ej W

3(V2V7)  _ 3(2=V7)
V2+{7)-(V2=7) -5

)

https://www.youtube.com/watch?v=KTdBezXCjkO

B2.C3.1. Utiliza las propiedades de los logaritmos para resolver ejercicios y problemas

11. Definicion de Logaritmo

Sia>0y a=1, se llama logaritmo de base a de P, designandose logaP, al exponente al que hay que elevar a
para obtener P. log,P=x oa*=P

Ejemplo: log28 = 3 (porque 2°=8) ; 1091010000=4 (porque 10*=10000) // Notacién: log=logo y In=loge

/12. Propiedades de los logaritmos \

1. P+ Q - log, (P) #log, (Q) (siademasa>1entoncesP < Q — log,(P) <log, (Q) )

2. loga1=0 7.log,(VP) = logT“P

3. logsa=1 8. Cambio de base. log, P = 222°

logpa

4. loga(P-Q) =loga(P)+loga(Q)

5. loga(P/Q) =loga(P)-loga(Q) Video 1: https://www.youtube.com/watch?v=34zclH6NQd4
\6. loga(P")=n-loga(P) Video 2: https://www.youtube.com/watch?v=wdZ7TI882v! /
B2.C1.2. Intervalos. Inecuaciones.

13. Intervalos _ Semirectas

Abierto (a,b)={x € R:a < x < b} a b (a,0) D E—

Cerrado [a,b]={x € R:a < x < b} 1 ? [a, ) ——

Semiabierto (abl={x ER:a<x<b} — r— (-o0,b) —o—

[a,b)={x ER:a<x<b} o — (-o0,b] q——

Uniones e intersecciones de intervalos. = b H 2

(https://www.youtube.com/watch?v=RyTk900QU38 ) :-g )

-
\
" ‘4’
. \\l (
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ﬁél. Inecuaciones de grado 1 \

- Gradol. Las inecuaciones de 1° grado se resuelven de forma similar a las ecuaciones de 1° grado pero
con la diferencia de que cuando pasamos multiplicando o dividiendo un nimero negativo de un
miembro a otro, la desigualdad cambia de sentido. Suelen tener muchas soluciones.

Ejemplo: == >7 > —2x+32>14 » —2x 211 > x < = - x < —5'5 - (=00, —5'5]

- Grado 1 con valor absoluto.
|zl <5>-5<2z<5 Ej |x7_2 <5—>Estudiar—5<xT_2<5

|zl <5->-5<z<5 E |xT_2 SS—)Estudiar—SsxT_zgs
2] >552<-562>5 Ej: |XT_2| > 5 - Estudiar launi()ndexg;z<—5 i

w25—>z£—5 6z=>5 Ej 363;2|25—>Estudiar launi()ndexT_zS—S P

15. Inecuaciones de grado >1 \
- 22 Grado (https://www.youtube.com/watch?v=uRIK20mifsg )

Igualar a O la ecuaciodn, sacar las soluciones, hacer una tabla con esas soluciones y estudiar el signo.
Ejemplo: x?-5x+6<0 = Resolver x>-5x+6=0 = x=2 y x=3

2 3
(-00,2) (2,3) (3, )
+ - +
(Sustituimos x=0 = 0%-5-0+6=6 +) (Sustituimos x=2,5 2 -) (Sustituimos x=4 =2 +)

Solucién: como pone <0 =2[2,3]

- Cociente de polinomios. Se hace de manera analoga al tipo anterior pero igualando numerador y
denominador a 0. Con las soluciones obtenidas se hace la tabla con los signos. La solucidn nunca
puede contener las soluciones del denominador.

Ejemplo:ﬁ > 0 = Resolvemos x+1=0 y x?-5x+6=0 = Soluciones: -1,2y 3
-1 2 3
('OO;']-) (_112) (213) (3; OO)

- + - +
2 y 3 no pueden incluirse en la solucién. Como pone >0 = (-1,2)u(3, x)

B2.C3.3. Reconoce sucesiones monotonas y acotadas y entiende el concepto de limite de una sucesion.

/16. Limites de sucesiones \

L P .
Dada la sucesién a,, = ==, queremos calcular lim a,
QTL n—-oo

- Si Orden P, > Orden Q, = Tiende a +oo. Para saber el signo sustituir por un n2 grande para ver el signo.
- Si Orden P, < Orden Q, = Tiende a 0.

- Si Orden P, = Orden Q,, = Tiende al cociente de los nimeros que acompafian a los monomios de mayor grado.

Para P,o Q,, tendremos en cuenta el siguiente orden (grado en polinomios) de crecimiento de menor a mayor
1 1

\lOQ(X)z3X=X3z X=X2xXe X=X’ =2 = 7" /
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Ejercicios Tema 1. NiUmeros Reales. Limites de Sucesiones

B2.C1.1. Reconoce los distintos tipos de nimeros y opera y resuelve problemas con ellos.

1. Demuestra que V2 es irracional (Idea: Plantéalo por reduccién al absurdo suponiendo que es racional y
elevando al cuadrado hasta llegar a una contradiccién). Demuestra también que /7 es irracional.

2. Calcula el valor del nimero de oro ¢ teniendo en cuenta que el rectangulo de dimensiones ¢: 1 es
semejante al rectangulo que resulta de suprimirle un cuadrado de lado 1.

1
|

¢-1 “

3. Indica de qué tipos son los siguientes numeros incluyendo junto a cada uno de ellos las letras

correspondientes (N,Z,Q,l,R):  V7,6,23,673,-v/36,Y=8,V6,V-5 . .
4. Clasifica estos nimeros: ¥—1,2°13,+/81,v15,3/-2, 24—3, — ? I

5. Clasifica estos niumeros: -5,0°16, 7/5, \/? =7, —\/g, g, 19

6. Indica cuales de los siguientes nimeros son racionales e irracionales. En caso
de racionales exprésalos en forma de fraccién:

N\
\_/

a)3,11111... b)3,23 c) 4,343434...  d)V27
e) V10 f)V/8 g)v2,7 h)0,70770777...

7. Indica que nimeros irracionales representan los puntos A, B, Cy D.

=
L
.

L
"
EEEEEE T EE R E T TR

r---‘-‘-'h-'

"_l,-ll--————--——————-
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Aproximacidn vy errores

8. Halla los errores absoluto y relativo que cometemos al redondear y truncar a las décimas la expresion
decimal del nimero 8/3.

9. Supongamos que medimos la altura de un lapiz y obtenemos 17 cm, cuando en realidad mide 16,8 cm.
También medimos la distancia a Murcia desde Hellin y nos salen 88 km, cuando en realidad son 90 km. ¢En
gué caso hemos cometido un mayor en la medicién?.

Notacion cientifica

10. Expresa los siguientes nimeros en notacion cientifica y ordénalos de menor a mayor:
a) 3'38-10%3 ; 83'6-10%? ; 555-10%

b) 12,3-10° ; 0,03-10* ; 3100-10°

11. Expresa en notacion cientifica sin usar la calculadora:

a) (600000:0,002)- 0°5 - 108 b) 0°45-102 + 12°3-103 - 90-10!

12. Una gota de sangre de un milimetro cubico contiene aproximadamente cinco millones de glébulos
rojos. Una persona que pesa 70 Kg. tiene aproximadamente 4,5 litros de sangre. é Cual seria el nimero de
glébulos rojos que tiene esta persona? Expresa el resultado como un nimero de una cifra entera y una
potencia de 10.

13. En Espanfia, el papel reciclado cada afio equivale a 30 millones de arboles no talados. Expresa dicho
ndmero en notacioén cientifica.

14. El periodo de revolucidn de la Tierra en torno al Sol es de un afio, aproximadamente 365,25 dias, y el
periodo de Plutén es de 7,82 10° segundos.

a) Expresa en notacion cientifica y en segundos el periodo de la Tierra.

b) ¢ Cuantos anos terrestres tarda Pluton en dar una vuelta alrededor del Sol?

Potencias

15. Opera las siguientes expresiones utilizando las propiedades de las potencias:

272372 b 23272374 52-4~2.37 d 422107227
2-1_3-1 ) 2—4.22.3-2 C) 25-2.23.93 ) 34.2-3.5-1

16. Opera las siguientes expresiones utilizando las propiedades de las potencias:

a)

2p3)-3 2)2.(.3)5:(-6)2 (GO )
a) (3a7b?) b) (227-(3)%(-6) 2o
Radicales

17. Simplifica los siguientes radicales:

a) '}/26 b) /a® o) Vx® d)¥27 e) V8 f) V25

18. Reducir a indice comun:

2) Y37y W3 b) VZF y Y2
19. Simplificar:

AV (B adNE a7y
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20. Sin usar calculadora, indica cual de los radicales 3/3 o 3/2 es mayor justificando tu respuesta.
21. ¢Cudl es mayor, Y310 /13 2.
22. Operay simplifica:

5
aAV3-¥3 b¥VZ-%Z oN5-%55 d) VB-VE e) V16V fh%%
a V5 .\ Y430 oYXy 2 /2334
g)6_\/$ h)% |) 1813 J)W k)% I)W

23. Suma y simplifica:

aW2++v8++/32  b)vV2++/18-+/50

24. Racionaliza y simplifica:

¢) V27 — V12 + /48

3 7 2 7 2 5
AF  PEF o d \ﬁ I emm g
VZ+3 V2

)L h)L -)L j) Y23 )2
8t M "E2 ViR 2573

B2.C3.1. Utiliza las propiedades de los logaritmos para resolver ejercicios y problemas

25. Calcula los siguientes logaritmos:

a)log232 b)logs27 c)log0,001 d)logs025 e)log,0'125 f)logs1

g) logs125 h)log0'1l i) Ine3 j) logs 64 k)Iogszi5 l)log, 1024

o n

26. Calcula el valor de “x” en estas expresiones:

a) log«8=3 b)logx1/25=-2 «c)logg2=1/2 d)logc1/4=2 e)logx=1Ilog24—log3

f) log 2*=5 g)logx?=6 h)logs4x=2 i) 23*=80 j) logx=2log3-1/2log 36

27. Sabiendo que log,A= 1’5 y log,B=-0"5, calcula sin utilizar la calculadora:

VA

4B%

a)log, ()  b)log, (4-B) c)log, (42-VE) d)log, (

28. Sabiendo que logz A=1"2 y logsB=2"2, calcula sin utilizar calculadora:

A 43
a)logs (5 b)logs (i)

“w, .,

29. Haz desaparecer el logaritmo de las siguientes expresiones y despeja “y”:
a) In(y) =x—1In(3) b) In(2y)=3x-In(5)

30. Desarrolla estas expresiones:

A*YB Vaz-p=*
a) log (5) b) log (—7z)
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31. En una fabrica de TV, han detectado que el porcentaje de unidades defectuosas de un cierto afio
aumenta con el tiempo y viene dado por la féormula de abajo. Calcula en cuanto tiempo sera defectuosas el
50% de las TV.

32. El inventor del ajedrez pidié como pago que se llenara cada cuadrito del tablero con el doble de trigo
gue el anterior. Si se comienza con 1 grano de trigo, ien que cuadrito se depositaran 4194304 granos de
trigo?

33. Una matrioska es una muiieca que contiene otras cada vez mas pequeiias en su interior. El volumen de
cada mufieca es 2/3 de la anterior. Si la mayor ocupa 360 cm3, ¢ Cudntas mufiecas hay si la menor ocupa

31,6 cm3?
38@@@6@

34. Calcula el tiempo que tengo que tener 2500€ al 6% de interés compuesto anual para obtener 1977,12€
de beneficio.

35. El crecimiento de un bosque viene dado por la funcién F(t)= A - (1+i)t donde F es la madera que habra
dentro de t afios, “A” la madera actual, e “i” la tasa de crecimiento anual. Si la tasa de crecimiento anual
i=0,02 se mantiene constante, calcula el tiempo que tardara en duplicarse la madera del bosque.

B2.C1.2. Intervalos. Inecuaciones.

36. Describe en forma de conjunto y representa los siguientes intervalos en la recta:

a)(2,5) b)[-3,4) c)(-02) d)[-1,o) e){xER:-2<x<3} f){x € R:x < 4}

37. Inventa dos intervalos cuya unién sea (1,4] y otros dos intervalos cuya interseccion sea [0,3).
38. Dados A=[-3,4], B=(-3,2] , C=(-,-3) , D=[-4,3) , E=(-0,0), F= (-3, =) , calcula

a)AnB  b)JAUB c¢)ANC d)AUC e)CuD f)ENF  g)EUF h) CNF

39. Resuelve las siguientes ecuaciones e inecuaciones:

-X—6 < 2 d) —-3x-1 > x_+1
3 -2

<7 =27 o

a)

40. Resuelve las siguientes inecuaciones con valor absoluto:

a)lx]| =4 b)|lx—2|=4 ¢)|x| <5 d|x| =5 e)lx—-1|<7 f)|x=3|>2

pag. 12



[ Unidad 1. Nimeros Reales.
castilla-La Mancha Departamento de Matematicas — IES Melchor de Macanaz

L 3 5
Mele hoR

41. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a=<3 b= 24 0= <2 d) [P > 7
42. Resuelve las siguientes inecuaciones:
a) x?-6x+12>0 b) x2-5x+4 < 0 c) x2-2x+1 >0 d)x>-9<0
43. Resuelve las siguientes inecuaciones:
all<o  p)IEes 0 o< 9520

B2.C3.3. Reconoce sucesiones mondtonas y acotadas y entiende el concepto de limite de una sucesion.

44. Indica cudl es el lim a,, calculando ademas al menos 5 términos de cada una:

n—oo
2n n? 3n3 n2-5
a)a, = —3n24n b) ar = 2n2+n ¢) an = 2n2+n d) an = 5n+1
e)a, = 5n?2 fa, = n10 Va, = 10000 h)a, = 3n
N7 N\l 2n2+n n T qon 8/ n = n n T \onZ+n
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UNIDAD 2. ALGEBRA

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B2.C4.2. Resuelve ecuaciones (algebraicas o no algebraicas) y problemas de ecuaciones
B2.C3.2. Resuelve ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
B2.C4.1. Plantea, clasifica y resuelve sistemas de 3 ecuaciones y 3 incognitas por el método de Gauss.

B2.C1.2. Intervalos. Inecuaciones.

Resumen del tema:

B2.C4.2. Resuelve ecuaciones (algebraicas o no algebraicas) y problemas de ecuaciones.

Golinomios \

P(X)= anX"™...+a2x>+aix+ao Regla de Ruffini para dividir entre x-a
Grado del P(x) = n // T. Independiente = ao Método para obtener cociente y resto de P(x): (x-a)
Operaciones con polinomios https://www.youtube.com/watch?v=Rp3LEbCfNFs
Suma/Resta (P(x)+Q(x)) // Teorema del resto
Producto (P(x) - Q(x)) // Division (P(x) : Q(x)) | Resto de P(x):(x-a) es P(a). Si P(a)=0 —a raiz de P(x)
https://www.youtube.com/watch?v=sqSzkXrbmtA https://www.youtube.com/watch?v=8Av_0OVd0snM
Valor numérico de P(x) en x=a Teorema del factor
P(a) = Sustituir x por en a'y operar a es raiz de P(x) < (x-a) es un factor de P(x)
Raiz de un polinomio
@ es raiz de un polinomio si P(a)=0 /

2. Factorizacion de polinomios
Factorizar un polinomio consiste en expresarlo como producto de polinomios del menor grado
posible. Si un polinomio no se puede factorizar entonces se dice que es irreducible. Los irreducibles
son degrado 10 2.

P(X)= (x-a)-(X-b)- - - (x?>+cx+d) - ...  https://www.youtube.com/watch?v=0zzalwEBhwO

Pasos para factorizar un polinomio P(X)  https:/www.youtube.com/watch?v=Kn15S7w4IA8

(1) Extraer factor comun si es posible (esto se hace cuando no hay término independiente ao)

(2) Si P(x) es de grado 1 o 2, entonces resolver directamente P(x)=0 para sacar las raices.

(3) Si P(x) es de grado >2, entonces usar la Regla de Ruffini para buscar raices enteras.
(4) A partir de las soluciones escribir el polinomio factorizado
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R(x) — M(x) \

3. Fracciones algebraicas 5. Ecuaciones racionales 222 +
, P - QW) T L)
Una fraccion algebraica, ;- ~=, €s una fraccion (1) Calcular el m.c.m de los denominadores.
que tiene por denominador un polinomio. (2) Multiplicar todos los términos de la
. P R P R Te imi
Operaciones: @ 4 R®) : () R ; ecuacion por el m.c.m eliminando los
QM) T T() Q) T(X) denominadores.
P R .,
% : % (3) Se resuelve la ecuacion resultante.
https://www.youtube.com/watch?v=fyoP9EWxZRE K /
/6. Ecuaciones con radicales (Vx +a+ b = X
cx)
4. Resolucion de ecuaciones de grado >2 (1) Si hay un solo radical se aisla en un lado.
—b+Vb?—4ac - i6
ax2+bx+c=0 > x=—2% ac (2) Se elevan los dos miembros de la ecuacion
£ . . | tZa al indice de laraiz y se resuelve la ecuacion.
czli%mgge;lnconlg e_g: 0 et (3) Se comprueba si las soluciones son validas.
ax=roX= x(ax\/_)— X=U, X=-b/a (4) Si hay mas de un radical se repite el
—C
ax?+c=0 > x=+-— proceso.
https://drive.google.com/fi e/ LICOHY 390827t XVEZmGCXy UL NES- https://www.youtube.com/watch?v=0kImG9PKkGO0
ut/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/14tMQGqY xF8whcRWrfyLdY Xu2dgWebsJ6/view?usp=sharin K /
Ecuaciones Bicuadradas
4 24— i —y2 .
ax2+bx +¢=0 > Cambio y=x". Resolver 7. Ecuaciones con valor absoluto
ay“+by+c=0 _ (1) Se aisla el valor absoluto en uno de los
Con las soluciones yo , y1, despejar x>=yo ; miembros de la ecuacion.
2— .
X°=Yy1 _ (2) Se plantean dos ecuaciones
https://www.youtube.com/watch?v=GpsgWkhieC8 _

- £l = 900 »{ J90 = 9%
Ecuaciones de grado >3 =9 fx) = —g(x)
Expresar P(x)=0'y factorizar utilizando (3) Comprobar que soluciones son vélidas.
Ruffini. https://www.youtube.com/watch?v=R1d6z081u30
https://drive.google.com/file/d/1lewCcwIW7aA3qPmhWzEHHcupd6jUamRLa/view?usp=sharin

B2.C3.2.Resuelve ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
8. Ecuaciones exponenciales (Ej: 2X+2**2=10) /9 Ecuaciones logaritmicas \
(1) Se hace el cambio y=a*. (1) Se agrupan todos los logaritmos utilizando
(2) Se resuelve la ecuacion queda tras el cambio sus propiedades a cada lado de la igualdad.
(sin exponenciales). (2) Se elimina el logaritmo y se resuelve la
(3) Con la solucidn, se deshace el cambio ecuacion
(x=loga(y)) (3) Se comprueban las soluciones obtenidas.
https://www.youtube.com/watch?v=JhENx5M2Cqg4 https://www.youtube.com/watch?v=g9tfN-0iG4s
https://www.youtube.com/watch?v=35yTEZfJqal k J
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B2.C4.1.Plantea, clasifica y resuelve sistemas de 3 ecuaciones y 3 incognitas por el método de Gauss.

10. Sistemas de ecuaciones

Posibles casos al resolver un sistema de ecuaciones:

- Sistema Compatible Determinado (SCD) - Tienen una Unica solucion

- Sistema Compatible Indeterminado (SCI) = Tiene infinitas soluciones (alguna ecuacién se
convierte en 0=0)

- Sistema Incompatible (SI) = No tiene soluciones (alguna ecuacién se convierte en n® = Q)

Resolucion por Método de Gauss

(1) Queremos transformar nuestro sistema en un sistema triangular. Para ello se escoge como
primera ecuacion y la primera incognita aquella cuyos coeficientes sean los mejores para reducir el
resto de incognitas.

(2) Por reduccién eliminamos la primera incognita del resto de ecuaciones (2%, 3%, ...)

(3) Ahora con la 22 incdgnita de la 22 ecuacion eliminamos por reduccién la 22 incognita del resto (32,
o)

(4) Asi sucesivamente hasta obtener un sistema triangular. A partir de ahi se resuelven las ecuaciones
en orden inverso, es decir, desde la Gltima a la primera.

Ejemplo:

x+2y+z=4 1 2 1 4

{x+y+z=3 :><1 1 153>
Pasamos

x+4y+3z=8 amatriz \1 4 3 8

1 2 1 4 1 2 1 4
> (0 1 0:1 >=> 0 1 0:1 >
12 fila—22fila 2-23fila+32%fila 0

12 fita—sifig \O =2 —2 —4 0 0 —2 -2

Con lo que se nos queda el siguiente sistema triangular:

x+2y+z=4
{ y=1 —> Resolvemos en orden inverso z=1 ; y=1 - x+2-1+1=4 - x=1
—2z= -2

https://www.youtube.com/watch?v=Ix9hDgfNulA
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B2.C1.2. Intervalos. Inecuaciones.

11. Intervalos

Abierto (a,b)={x € R:a < x < b} Cerrado[a,b]={x € R:a < x < b}

Semiabierto (a,b]={x € R:a <x < b} [ab)={x ER:a <x < b}

Semirectas (a,©) [a, ©) (-o0,b) (-o0,b]

Uniones e intersecciones de intervalos. (https://www.youtube.com/watch?v=RyTk900QU38)

ﬁZ. Inecuaciones de grado 1 \

- Gradol. Las inecuaciones de 1° grado se resuelven de forma similar a las ecuaciones de 1° grado pero
con la diferencia de que cuando pasamos multiplicando o dividiendo un nimero negativo de un

miembro a otro, la desigualdad cambia de sentido. Suelen tener muchas soluciones.
Ejemplo: _2;c+3 >7 - —2x+32>214 - -2x=>211->x < i—; - x < —=55- (=00, —=5'5]
- Grado 1 con valor absoluto.

lzl <5>-5<2z<5 Ej |"3;2 <5—>Estudiar—5<"3;2<5

|zl <5->-5<z<5 E |x3;2 S5—>Estudiar—53x3;235

|zZ| >5->2z<-562z>5 Ej: |963;2|>5—>Estudiar launic’mde%z<—5 ;22

x—2

. . x-2 . ., -2
|z| 25->z<-56z=>5 Ej xT| > 5 — Estudiar laumondexTS—S ;

13. Inecuaciones de grado >1

- 2° Grado (https://www.youtube.com/watch?v=uRIK20mifsg )

Igualar a 0 la ecuacidn, sacar las soluciones, hacer una tabla con esas soluciones y estudiar el signo.
Ejemplo: x2-5x+6<0 = Resolver x2-5x+6=0 = x=2 y x=3

2 3
(-0,2) (2,3) (3, )
+ - +
(Sustituimos x=0 = 0%-5-0+6=6 +) (Sustituimos x=2,5 - -) (Sustituimos x=4 > +)

Solucion: como pone <0 =>[2,3]

- Cociente de polinomios. Se hace de manera analoga al tipo anterior pero igualando numerador y
denominador a 0. Con las soluciones obtenidas se hace la tabla con los signos. La solucién nunca puede
contener las soluciones del denominador.

Ejemplo:xzf;% > 0 - Resolvemos x+1=0y x?-5x+6=0 - Soluciones: -1,2y 3
-1 2 3
(0,-1) (-1.2) (2.3) (D)

- + - +
2 'y 3 no pueden incluirse en la solucién. Como pone >0 - (-1,2)u(3, «)
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Ejercicios Tema 2. Algebra

B2.C4.2.Resuelve ecuaciones (algebraicas o no algebraicas) y problemas de ecuaciones

1. Dado un cubo de lado x, escribe la expresion algebraica que representa la suma del perimetro de una de

sus caras, del drea de una de las caras y del volumen del cubo.

2. Determina el perimetro de un rectangulo, sabiendo que la longitud del lado mayor es cuatro veces la del

lado menor. Determina también su area y su diagonal.
3. Dado P(x)=x3+ax-4, calcula ‘a’ sabiendo que el resto de dividir P(x):(x-2) es 8.
4. Halla el valor de m para que el polinomio P(x)=2x3-3mx?+x+3 sea divisible por (x+1).

5. Encuentra un polinomio de 22 grado que tenga como término independiente -3 y cuyo valor numérico
para x=2 sea 7 y para x=-2 sea 3.

6. Si el cuadrado de un polinomio es x*-10x3+37x2-60x+36, ¢ Cudl es dicho polinomio?.

7. Factoriza los siguientes polinomios:

a) x3-5x2+6x  b) 5x3-5 c) X>+4x*+5x3+2x%  d) x3-4x*+4x-16 e) 4x*-15x2-5x+6

8. Intenta factorizar x*+4x3+8x%+7x+4. (Observacion: dicho polinomio es divisible por x?+x+1)

9. a) Construye un polinomio de grado 4 tal que posea tres raices distintas.
b) Determina un polinomio de grado 4 tal que tenga, al menos, una raiz repetida.
c¢) Construye un polinomio de grado 4 de forma que tenga una Unica raiz.
10. Efectua las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:
3x 1 2x 3x x 1 5x 7x 1

a — b — 6x C — d —:
)x+1 + x2-1 x-1 )2x—3 )x2—4 + x2—-9  x+2 ) x+2 x2-4

11. Resuelve las siguientes ecuaciones con radicales:

a) —V2x —3+1=x b) 6 + Vx = x )6 — Vx=x d) 2vVx — 1 ++/x + 4=7

12. Resuelve las siguientes ecuaciones con valor absoluto:
a)|[3+5x|—x=6 b)[x2—x—2|+2=x

B2.C3.2.Resuelve ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

13. Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 9x+1

a) 43x — 0'253x+2 b) 27—x2- i C)

4 3x+2

=10 d) 53 = 130

14. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)3*+3%2=30 b)2¥*t+2x+2¥1=3 c) 2log(x) — log(x-1)=3log(2) d) 4logy(x?>+1)=log,625

B2.C4.1.Plantea, clasifica y resuelve sistemas de 3 ecuaciones y 3 incognitas por el método de Gauss.

15. Resuelve los siguientes sistemas no lineales:
a){x2+xy+y2=13 ){ x—y =90 C){ 2771 = gr+3
x+y=4 log (x) +1 =1log (y) ' llog(2x —y?) =log(2—y) +1
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16. Resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas lineales:

x+y+z=0 xX+y+2z=4 4x+2y—z=5

a){7x+2y—2z=0 b){ x+y=2 c){Sx—3y+z=3

3x+5y+4z=0 y+z=>2 2x—y+z=3
3x+4y—7z=6 (2x+2y—3z=1 (¥TyY+t=3
d)d6x — 6y + 22 = 2¢){5x — 3y + 2z =4f *TZ =1
X—y+2z=-2 3x—3y+2z=2 ytz+t=3
x—y+z=1

B2.C4.2. Problemas de algebra

1. Un estudiante mete una parte de sus ahorros en un banco que le da un 3% de interés. El resto del dinero
que es un 40% lo invierte en acciones de la bolsa que le dan un interés del 12%.

a) Determina el polinomio que expresa las ganancias en funcién de la cantidad de dinero invertida.
b) Si sus ahorros son 2300€, ¢ Cuanto dinero ganara con la inversién?.

2. Una empresa de Hellin ha determinado que sus ingresos vienen dados por la expresién I(x)=2200-40x+x?
con x el n2 de unidades de producto vendidas y sus gastos en ndminas y seguros sociales vienen dados por
C(x)=3400-50x.

a) Expresa la ganancia de la empresa G(x) en funcidn del n2 de unidades vendidas.
b) éCudntas unidades tienen que vender para que no haya pérdidas?.

c) ¢Qué beneficio tendran si venden 110 unidades?

3. Sumando siete unidades al doble de un nimero mas los 3/2 del mismo obtenemos como resultado el
séxtuplo de dicho nimero menos 23. iDe qué numero se trata?

4. El cateto mayor de un tridangulo rectdngulo es una unidad mayor que el cateto menor. La hipotenusa es
tres unidades mayor que el cateto menor. Escribe la expresién algebraica que resulta de aplicar el Teorema
de Pitagoras y calcula la hipotenusa y los catetos.

5. En una competicion de baloncesto a doble vuelta participan doce equipos. Cada partido ganado vale 2
puntos y los partidos perdidos, 1 punto (no puede haber empates). Al final de la competicién, un equipo
tiene 36 puntos. ¢ Cuantos partidos ha ganado?

6. Una caja de forma cubica se llena con cierto numero de cubitos de un centimetro cubico y sobran 71
cubitos; pero si todos los cubitos que hay se ponen en otra caja que tiene un centimetro mds por cada arista,
faltan 200 para llenarla. Calcula las longitudes de las aristas de las dos cajas y el nUmero de cubitos que hay.

7. Unos pantalones le han subido en diciembre un 20% el precio, en enero se lo han bajado un 30% y en
febrero se lo han vuelto a subir un 15%. Si el precio en febrero es de 51,13€. ¢Qué precio tenia a principios
de diciembre antes de la primera subida?. ¢Qué porcentaje le han aplicado en total desde diciembre a
febrero?.
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8. Tenemos dos tipos de baldosas rectangulares, unas rojas de 30x40 cm y otras verdes de 20x50 cm. Si para
cubrir una habitacion elegimos las rojas necesitamos 40 baldosas menos que si elegimos las verdes. (Qué
superficie tiene la habitacion?.

9. Dos grifos llenan un deposito de 1000 litros en 1 hora y 12 minutos. Por separado, el primero tardaria 1
hora mas que el segundo en llenar el depésito. ¢ Cudnto tiempo tardaria cada uno por separado?.

10. Una balsa se llena en 5 horas utilizando su toma habitual y en 20 horas utilizando una manguera. ¢ Cuanto
tardara en llenarse si se usan la toma habitual y la manguera a la vez?

11. Un granjero espera obtener 36€ por vender una cierta cantidad de huevos. Por el camino se le rompen
4 docenas. Para obtener el mismo beneficio, aumenta el precio de la docena en 0,45€. ¢ Cuantas docenas
tenia al principio?.

12. Un grupo de amigos se gastan 135€ en una cena. Aprovechando un despiste se escapan 4 de los amigos,
con lo que para poder pagar la cuenta ahora tienen que poner 12€ mas cada uno de los amigos que quedan.
¢Cuantos amigos eran al principio?.

13. Calcula las dimensiones de un rectangulo de perimetro 28 cm y diagonal 10 cm.

14. Un tridngulo equildtero tiene un drea de 30 m?. ¢Cudnto mide su lado?.

15. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300000 €.Si la finca vale 4 veces mas que
el coche y el piso cinco veces mas que la finca .éCudnto vale cada cosa?

16. Las tres cifras de un numero suman 24. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el orden de
sus cifras, se obtienen 198; la cifra de las decenas es la media aritmética entre las otras dos. Halla el nimero.

17. Compramos 8 kg de café natural y 5 kg de café torrefacto, pagando 66 €. Calcula el precio del kilo de
cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kilo a 5 €.

18. Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus hijos. La edad del hijo menor es la mitad de Ia
de su hermano. La suma de las edades de los nifios y la de la madre es 45 afios. ¢Qué edades tienen?

19. Las tres cifras de un nimero suman 18. Si a ese nimero se le resta el que resulta de invertir el orden de

sus cifras, se obtiene 594; la cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos. Halla dicho nimero.

B2.C1.2. Inecuaciones
Repasar los ejercicios 39, 40, 41, 42 y 43 del tema 1.
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UNIDAD 3. Numeros Complejos.

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B2.C2.1. N° complejos como ampliacion de los n° reales. Sabe resolver ecuaciones de 2° grado sin
solucion real.

B2.C2.2 Opera con numeros complejos y utiliza la formula de De Moivre en caso de las potencias.
B2.C2.3 Representa graficamente nimeros complejos en forma binémica y polar.

Resumen del tema:

/1. Definiciones \ 5. Forma polar y forma trigonométrica
i=y/=T , por lo tanto v=a = va - v=1 = va- i Forma polar: z= r, , r es el moédulo y a el
- N° Complejo: z=a+bi, con a,b reales. argument(_) e :

ase llama parte real y b se llama parte imaginaria. Forma trigonometrica: z= r(coso+ isency)

- Imaginario puro: bi (no tiene parte real, a=0) ‘ a+bi

«

Diremos que un complejo z es real si b=0. r A e
- Complejo opuesto: -a-bi - r=va“ + E;
I P e

- Complejo conjugado: a-bi

CS. Paso de una forma a otra \

2. Teorema fundamental del Algebra - Binomica a polar: z= r,, r=va?+b? ,
Toda ecuacion polindmica de grado n tiene n a=tag~1(®
soluciones complejas. Ademés dichas soluciones 2

X . . _ - Polar a bindbmica: z=a+bi, a=rcosa, b=rseno
van en parejas ya que si z es solucion entonces z PN i o
- Bindmica/polar a trigonométrica: z=r(cosa+

/3. Representacion grafica de complejos \ ( \

z=a+bi, (a,b) se denomina afijo. K Operac!ones e_n potares
- Producto: re-Sg = (I-S) o+p

(a,b)

b

- Potencia: (ro)" = Mnq
- Cociente: ro @ Sp = (IS) o-p
- Raiz n-ésima: /r, = Vr

N PN ’

4. Operaciones con n° complejos en forma 8. Formula de Moivre

binémica (z=a+bi) (cosat isena)" = cos(na)+ isen(no)
- Suma: (a+bi)+(c+di)=(a+c) + (b+d)i

- Resta: (a+bi)-(c+di)=(a-c) + (b-d)i

- Producto: (a+bi)-(c+di)=(ac-bd) + (ad+bc)i

- Division: (a+bi)/(c+di) - Quitar el complejo
del denominador multiplicando por el conjugado =,
c-di

seok , k=1,2,...,n-1

J
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Ejercicios Tema 3. Numeros Complejos

B2.C2.1. Entiende que los n2 complejos extienden los reales. Sabe resolver ecuaciones de 22 grado sin
solucion real.

B2.C2.2. Operaciones con n2 complejos y férmula de De Moivre para potencias.

B2.C2.3. Representa graficamente numeros complejos en forma bindmica y polar

1
2
3
4,
5
6
7

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

23.

. Hallar x e y para que se cumpla que 2+xi=y-3i.
. Obtener las soluciones complejas de la ecuacion z2-4z+13=0.
. Calcula i?, i3, i% i°, i5,... . éVes que se repite algo ciclicamente?. Calcula i1°%.

Comprobar que 2+3iy 2-3i son soluciones de z2-4z+13=0.

. Obtén un polinomio cuyas soluciones sean 3iy -3i.
. Obtén las soluciones reales y complejas de la ecuacion x3=-8 .

Calcula:

2+3i
a) (6-3i)-(3-i)-3(4-2i)b) (2-4i)-(3-5i) ¢ Y
5+10i 2—1
3—41 l
Representa graficamente z1=3+2i, z,=2+5i y z1+z, . Comprueba que z;+z; es la diagonal de un

Comprueba que

paralelogramo de lados z1y 7 .
¢Cudnto debe valer “x” para que (4-xi)? sea imaginario puro.
Calcula ay b de forma que (a+bi)?=6+8i
Calcula el valor de “a” para que (2a-3i)? sea imaginario puro.
Calcula el valor de “x” para que (2-4i)(5+xi) sea un nimero real.
Halla dos nimeros complejos conjugados sabiendo que su suma es 8 y la suma de sus mddulos es 10.
Pasar a forma polar los nimeros complejos z1=-2+2+/3i , z,=-2 , z3= 2i.
Pasar a forma binédmica los nimeros complejos z1=522s¢ , Z2=40e .
Escribe en forma polar los siguientes nimeros complejos: a) 5-12i , b) V3 +i,c) 1—i, d) 3+4i, e) -4i
Escribe en forma bindmica los siguientes nimeros complejos: a) 21200, b) 3300, ¢) 41800, d) 5900 , €) 62400
Dados los complejos z1=460e y z2=31400. Calcula: a) z1-z2, b) z1°, ¢) z2*, d) z1/z2
Comprueba que (1+i)'6=256 .
30

Calcula (l + ﬁ i)

2 3
Representa las raices cubicas de 4i.

Resuelve z¥ + (% + ?l) =0
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UNIDAD 4. TRIGONOMETRIA

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B4.C2.2. Resuelve problemas geométricos utilizando trigonometria.
B1.C3.1., B1.C3.2.- Demuestra teoremas identificando los diferentes elementos del proceso.

B4.C1.1. Conoce las razones trigonométricas de un angulo cualquiera, del angulo doble, del &ngulo mitad,
de la sumay de la diferencia de otros dos

B4.C2.1. Resuelve ecuaciones e identidades trigonométricas

Esquema:
Unidad 4
|
[ [ [ |
Razones . . Formglas y Radianes.
Trigonométricas Resolucion de Triangulos Ecuaciones »
Trigonométricas Representacion
de funciones
trigonomeétricas
S€no, coseno, Triangulos Rectangulos
tangente o
|| " X Def.Razones, T.Pitdgoras
sen?x+cos?x=1 Formulas Trigonométricas
1+tg’x=1/cosx — (sen(a+b), sen(a-b), sen(2a),sen(a/2),
Triangulo cualquiera senA+senB,..)
Relaciones de Teorema Seno
angulos en la T c
| Xircunferencia eorema Loseno Eeuaci
Goniométrica — L cuaC|o’r;e.s
(r=1) rigonométricas
Resumen del tema:
ﬁRazones trigonométricas y algunas relaciones importantes. \
C Sen(a):cat'eto opuesto _a
hipotenusa b
| COS(OL)_CatetO contiguo __ c
hipotenusa T b
b tag((},): cateto opuesto — E

a cateto contiguo c
- Tma Fundamental Trigonometria: sen?(a.) + cos?(a)=1
- Otras formulas: tag(a)=sen(a)/cos(a) ; 1+tag’(o) =1/cos?(o)
- Otras definiciones:
e sec(a)=1/cos(a) ; cosec(a)=1/sen(a) ; cotag(a)=1/tag(a)
! ¢ p=90 - Teorema de Pitagoras: b%=a? + ¢?
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2. Circunferencia Goniométrica y relacion entre dngulos de distintos cuadrantes.

Y]

Circunferencia goniométrica: circunferencia de radio 1 centrada en el origen de coordenadas. Al situar
un angulo a en dicha circunferencia, este la corta en un punto P de coordenadas P(cos(a),sen(a)).

Representacion de la tangente

sena = o =b
1

(a, b) = (cos a, sen @)

Como la hipotenusa del tridangulo mide 1:

cosa=-—=a

tga
a

1

>
Relaciones entre angulos de distintos cuadrantes:

1°y 2° cuadrante (o y 180-a. - Suplementarios) ; 1°y 3° cuadrante (o y 180+a.) ;
1

°y 40 cuadrantes (o y -o) ; 1 cuadrantes (o y 90-a. - Complementarios) ; Angulos >360°

ﬁResolucién de triangulos \

- Triangulos rectangulos. Teorema de
Pitagoras, razones trigonométricas y Teorema
Fundamental (sen?(a) + cos?(a)=1)
- Triangulos en general.
e Método de las tangentes.
e Teorema del seno.

a b c

sen(4) sen(B) sen(C)

e Teorema del coseno.

\ a?=b%*+c>—2-b-c-cos(A) /

ﬁ Radian. \

Se llama radian a un angulo tal que el arco que
abarca tiene la misma longitud que el radio con
el que se ha trazado.

Como la longitud de una circunferencia es 2nR,
2] ] radianes --------==-=====mmm---- 360°
R o[ g X
Los grados se usan en resolucién de triangulos y
en problemas trigonométricos. Los radianes se
utilizan mas en la representacion y estudio de

Klas funciones trigonomeétricas. /
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5. Formulas Trigonométricas.

Razones Trigonométricas del angulo suma a+b Razones Trigonométricas del angulo doble
sen (a+b) = sen(a)-cos(b) + cos(a)-sen(b)  sen (2a) = 2-sen(a)-cos(b)

cos (a+b) = cos(a)-cos(b) - sen(a)-sen(b)  cos (2a) = cos*(a) — sen*(a)

_tag(a)+tag(b) tag(2a =2tg—m)
tag(a+b)_1_tag(a)tag(b) Vg( ) 1+t92(a)

sen (a-b) = sen(a)-cos(b) - cos(a)-sen(b)

A 1-cos A A l+cos A
seng=h—% —  OSzeH———
cos (a-b) = cos(a)-cos(b) + sen(a)-sen(b)
tag(a)—tag(b) £=_ l1-cosA
't'ag"(a-b)z1+tag(a)tag(b) 93 +\)1+cosA

Sumas v diferencias de senos y cosenos

6. Funciones trigonométricas

senA+senB=259nA+BcosA_B 7
7 2 YA cos X
' — senx 1
A+B A-B /?\\ _ N .
sen A —sen B = 2 cos 2 sen ) a2 n\\ 3R 2 X% nZ = 3In2 2 x
=i ____.___________._____\\:‘_":!n: -1
A+B A-B ¥4
cos A +cos B =2cos coS ; 3
B 2 E /
A+B A-B = PR
cosA—cos B = —2sen sen 53/ m
- 2 / 1
tag x

7. Ecuaciones Trigonométricas

Hacer cambios de variable, usar el Teorema Fundamental de
la Trigonometria, ...

(i) sen?(x)-sen(x)+2=0
(i) cos?(x)+sen(x)=1/2
(iii) cos?(x)-3sen?(x)=0
(iv) 2cos(x)=3tag(x)
(v) sen(2x) - cos(x)=1
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Ejercicios Tema 4. Trigonometria

B4.C2.2. Resuelve problemas geométricos utilizando trigometria

Razones Trigonomeétricas. Teorema Fundamental. Circunferencia Goniométrica

1.
2.

¢Existe un angulo "x" tal que senx=1/2 y cosx=1/4? ¢ Puede valer el seno de un angulo 1/8?.
Calcula las restantes razones trigonométricas del angulo a:

a) sena=1/4 y a del primer cuadrante; b) sena=-1/3y a del tercer cuadrante.

. Sabiendo que sen 352 =0,57 ; cos 352 =0,82 ; tag 352 =0,70, calcula las razones trigonométricas de 559,

1259, 1459, 2159, 2352, 3052 y 3252 sin usar la calculadora.

Sisec a =-2 y a no pertenece al tercer cuadrante calcular el resto de las razones trigonométricas.

. Dibuja un angulo cuyo seno sea el doble que su coseno.

. Siun dngulo esta situado en el tercer cuadrante. ¢ Qué signo tienen: la cotangente, la cosecante y la

secante de ese angulo?.

Problemas

7.

10.

11.

12.
13.

En un tramo de carretera la inclinacion es del 5 % (sube 5 m en 100 m). Calcular el dngulo que forma con

la horizontal la carretera. Sabemos que hemos subido 100 m, ¢ Cuanto hemos andado por la carretera?

. a) En un tridngulo rectdngulo, un cateto a=11 cmy la hipotenusa ¢=20 cm . Halla los demds elementos.

b) En un tridangulo rectangulo, un dngulo B=50° y un cateto a=15 cm. Hallar los demds elementos.

B

a) ( b 41 b) i '3 (

. Desde un punto vemos el punto mas alto de una torre con un dngulo de 30 grados y al acercarnos 5

metros se ve con un angulo de 40 grados. Calcular la altura de la torre.

Un globo esta en la vertical entre dos observadores separados por 40 m. El primero lo ve con un dngulo
de 30 grados y el segundo con un dngulo de 50 grados, éa qué altura esta el globo?

Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un dangulo de 422 ¢bajo qué angulo se ve colocandose
al doble de distancia?

En un tridngulo conocemos dos de sus angulos y un lado: A =559, C =982, a = 7’5 cm. Resuélvelo.

Un triangulo tiene de lados 3, 5y 7. Calcula sus angulos.
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14. Dado el siguiente tridngulo, calcula los elementos que faltan en cada caso:

a) A =459 b=50m, a=40 m c
b) B =30¢, a=5cm, b=3 cm

c) A =452, C=609, b=20 m b a
d) C=452, b=10m, c=6 m

e) C=409,a=7m, b=22m

f) a=5cm, b=4 cm, c=4 cm A c B

15. Dos amigos estan en una playa a 150 m de distancia y en el mismo plano vertical que una cometa que
se encuentra volando entre ambos. En un momento dado, uno la ve con un angulo de elevacion de 502
y el otro con un dngulo de 382. ¢ Qué distancia hay desde cada uno de ellos a la cometa?

16. Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un dngulo de 1279. El primero sale a
las 10 h de la mafiana con una velocidad de 17 nudos, y el segundo sale a las 11 h 30 min, con una
velocidad de 26 nudos. Si el alcance de sus equipos de radio es de 150 km. ¢ Podran ponerse en contacto

a las 3 de la tarde? (nudo=milla/hora; milla=1850 m).
17. Un buitre vuela a 120 m de altura y formando un angulo con la horizontal respecto de nosotros de 60°

. . . s ’ (0] . . .
En la misma direccion pero formando un angulo de 30 ~ vuela una perdiz a 100 m de altura. Si el buitre
quiere comerse la perdiz, pero sélo lo consigue si la distancia entre ambos es menor de 150 m. (Puede

el buitre cazar a la perdiz? ¢ A qué distancia estan?.

B1.C3.2. Demuestra teoremas identificando los elementos del proceso

Estudiar Teorema del seno, Teorema del coseno y demostracion de la férmula del seno de una suma

B4.C1.1. Conoce las razones trigonométricas de un angulo cualquiera, del angulo doble, del angulo mitad,
de la suma y de la diferencia de otros dos

0 225° °

18. Expresa en radianes las siguientes medidas: 60 O, 120 , 330

2t 3w 10w

. Y
19. Expresa en grados sexagesimales: iy A

radianes.

20. {Cuanto suman (en radianes) los angulos de un tridngulo? ¢ Cudnto mide un dngulo recto en radianes?

21. Hemos recorrido 40 grados de una circunferencia de radio 2 m. ¢cuanto espacio hemos recorrido? ¢y si
tuviera radio 0’5 m? ¢ Es mas facil o mas dificil que hacerlo con radianes?

22. Calcula las razones trigonométricas de 752, 1209, 1502, 1052 y 1352 sin usar la calculadora, utilizando las
formulas de seno y coseno de una suma, a partir de las razones de 302, 452, 602 y 902 que ya conoces.

23. Demuestra que: a) 1+tg?(a) = sec?(a) b) 1+cotg?(a) = cosec?(a)

pag. 27



[ Unidad 4. Trigonometria.
castilla-La Mancha Departamento de Matematicas — IES Melchor de Macanaz

cos(a+b)+cos (a-b) 1
sen(a+b)+sen(a-b) - tg(a)

24. Demuestra que

2sen(a)—sen(2a) _ 1-cos (a)
2sen(a)+sen(2a) ~ 1+cos (a)

25. Demuestra que

26. Demuestra que 2tg(a)-sen?(a/2) + sen (a) = tg(a)
27. Demuestra que (sen(a)+cos(a))? — (sen(a)-cos(a))? = 4 sen(a)cos(a)
28. Demuestra que cos(a+602) - cos(a+1202) = cos(a)

29. Demuestra que sen(a) -cos?(a) + sen3(a) = sen(a)

2+2tg?(a)

30. Demuestra que tg(a + 452) — tg(a — 452°) = 1—tg?(a)

sen(x) sen(x) _ 2
31. Demuestra que T+cos (x) | 1-cos(x) _ sen(x)

cos(a)+sen(a) _
32. Demuestra que cos(@)—sen(@ cos(2a) =1+ sen(2a)

33. Demuestra que sen(3a) = 3 sen(a)- 4 sen3(a)

B4.C2.1. Resuelve ecuaciones e identidades trigonométricas

34. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) sen(2x)=1/2 b) cos?(x) — 2cos(x) + 1= 0 c) 2sen(x)=cos(x)  d) sen(2x) = tg(x)
35. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)tg(x) =-v3b) cos?(x) =1  c) tg?(x)-tg(x)=0 d) 2sen?(x)+3cos(x)=3
36. Resuelve la ecuacidn cos (x+3092) = sen(x)
37. Resuelve la ecuacién cos(3x)+cos(x)=0 (Pista: Usar la formula cos(A)+cos(B)=2cos(A%B) cos(A%B) )
38. Resuelve la ecuacién sen(5x)-sen(3x)=0. Utiliza la férmula de transformar resta de senos en producto.
39. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 2tg(x)-3cotg(x)-1=0 b) cos?(x) — 3sen?(x)=0
c) sen(2x+602)+sen(x+302)=0 d) sen?(x)-cos?(x) = 1/2
40. Resuelve al ecuacion 4cos(2a)+3cos(a)=1.
41. Resuelve sen(1802-a) = cos(2702-a) + cos(1809)
42. Resuelve sen(452-a) +/2 sen(a) = 0

Observacion: Algunos de los ejercicios y problemas incluidos en este material han sido extraidos de el
material Creative Commons de www.apuntesmareaverde.org.es
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UNIDAD 5. FUNCIONES, LIMITES Y ASINTOTAS.

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B3.C1.1. Representa funciones elementales y estudia sus propiedades locales y globales
B3.C1.2. Conoce las operaciones con funciones y las aplica en el calculo de dominios
B3.C1.3. Realiza composiciones de funciones y calculo de funciones inversas

B3.C1.4. Estudia y analiza funciones en contextos reales

B3.C2.1. Comprende el concepto de limite, realiza las operaciones elementales de calculo de los mismos,
y aplica los procesos para resolver indeterminaciones.

Resumen del tema:

Concepto de funcion

Funciones elementales:
Lineales Cuadréticas Proporcionalidad inversa Radicales
¥

Y
/ y=at+bx+c
|

Exponenciales Logaritmicas

Y

.‘/l ..\\‘ \
f.‘ Feytog ‘\\\ o ] '.'? i_._‘ ) 2 E!
Funciones definidas a trozos
0= {32 - Entender qué es y cuales son los intervalos de cada trozo.
4 six>2 ) 7
1 - Hay que saber representarlas y al revés.
‘ / - Expresar una funcion con valor absoluto como funcién a trozos
Composicién de funciones Funcion inversa
Saber calculargof y fog Dada y=f(x), escribir x=f(y) y despejar “y”.
Dominio y recorrido de una funcién
Dominio Recorrido
Funciones polindbmicas P(x) | R Rectas (R), Parbolas (desde vértice),...
Funciones Racionales R- {raices de Q(x)} Calcular la inversa si es posible
P(X)/Q(X) - _
Funciones Radicales /Q(x) Estudiar la inecuacion Q(x) = 0 Calcular la inversa si es posible
Funciones exponenciales a* | R (0,+00)
F. Logaritimicas loga(Q(x)) | Estudiar la inecuacién Q(x) > 0 | Calcular la inversasi es posible
Funciones Trigonométricas | R Pensarlo graficamente
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LIMITE DE UNA FUNCION

PROPIEDADES DE | |imf(x)+g(x)=limf(x)+limg(x) | limf(x)-g(x)=limf(x)-limg(x) limg(f(x))=g(limf(x))
LOS LIMITES Ej: lim log(x?)=log(lim(x2

limfg0)=limfeyimg() | lim(n® f)=re limfex) | o 09C)=loglimG:)
LiMITES Para que exista un limite tiene que existir su limite por la izquierda y por la derecha y
LATERALES ademas coincidir.

LIMITES CUANDO x — o

lim, . f(X)=c=#w

Hay una asintota horizontal en y=c.

P(x)

Q(x)’

con Py Q polinomios

Si f(x)=

(1) Si Grado P > Grado Q - Tiende a +o. Para saber el signo
sustituir por un nimero grande para ver el signo.

(2) Si Grado P < Grado Q - Tiende a 0.

(3) Si Grado P = Grado Q - Tiende al cociente de los niUmeros que acompafian
a los monomios de mayor grado. https://youtu.be/icZDdgfHAUo

9(x)

h(x)
con g y h funciones

Si f(x)=

- Si g(x) crece mas rapido que h(x) tiende a « Yy si es al reves tiende a 0.

-Orden de algunas funciones:
1

1
log(x) * ¥x =x3 /X =x2 a x x>~ x® x 2¥ x 7

2x2
77 x+3

-Si es la diferencia de dos funciones, dependera del orden de cada una.
-Si hay raices y los grados son los mismos multiplicar por el conjugado

numerador y denominador (Ej: lim,_ v/ x* —x — x). https:/youtu.be/XSflUKZbvpE

-Resolver la expresion si se puede ( Ej: lim, —2X)

a”,cona=l

-Si a>1 tiende a « Y si 0<a<1 tiende a 0.

100

Usar la formula i #0x) https://youtu.be/39Q1ZwI9cFY
- (F(x) umh ) (53-1)
lim e o

0
0

-Resolver para convertirlo en otro tipo de indeterminacion. (Ej: tim 1)
x4l x+l

LIMITES CUANDO x — —©

Usar que lim,,  f(x)=Ilim _  f(-X)

https://youtu.be/bQVo28zy27k

LIMITES CUANDO x — a

k con k £0 -Hay que estudiar los limites laterales para ver si salen + 6 — infinito.
' Izg>1lim __ f(X)=20 ; Dcha>Ilim_ . f(x)=z0
X—a X—a
-Hay una asintota vertical en x=a. https://youtu.be/yoAPeT7_mg8
0 -Descomponer numerador y denominador y simplificar. https:/youtu.be/UtB_d6ZS_wg
0 -Si aparecen raices, multiplicar por el conjugado. https:/youtu.be/oMewB158APQ
00 — 00 -Operar con la funcion para cambiar de indeterminacion. (Ej: jim 2x* ZX
P x-3 x*-9
1” -Resolver usando el nimero “e”.
REGLA DE lim f(x) _0_ f'(x)
L"HOPITAL rg(x) 0 *g'(x)
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B3.C1.1. Representa funciones elementales y estudia sus propiedades locales y globales.

1. Coloca las siguientes funciones debajo de su dibujo:

Lineales Cuadraticas | Proporcionalidad Inversa | Radicales | Exponenciales | Logaritmicas
y=3x+1 y=-x? y= — y=vx +1 | y=21 y=log(x)
x+1
y=-2X+2 y=x2-2x+1 y=— y=Vx —2 |y=2¢! y=log(x+2)
x—1
y=(1/2)x-1 | y=-x?+x -1 y=-Vx y=(1/2)* y=-log(x)
x+1

y= y= y= y=
2. Representa estas funciones:
Jy=—— b)y=— ¢)y=— d)y= — +2
AV Y=z Y9V Y= e

3. Representa la funcion a trozos
x+1 x € [—3,0)
fx) =<x*-2x+1 x€][0,3]
4 x € (3,7)
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4. Representa graficamente la siguiente funcidn:
—2x—1 x<1

f(x)={x2+1 x>1
5. Escribe la expresioén grafica que corresponde a la siguiente grafica:

)
E

—

[ P1 N

B3.C1.3. Realiza composiciones de funciones y calculo de funciones inversas.

6. Dadas f(x)=x2-5x+6, g(x)=x?+1, h(x)=sen(x) , I(x)=x+3. Calcular g(f(x)), f(g(2)), f(h(x)), h(1(x)), I(h(x)).

7. Comprueba que las funciones y=2x, y=x/2 son funciones inversas.
8. Comprueba que las funciones y=2x+4 , y=x/2 - 2 son funciones inversas.

9. Calcula la funcidn inversa de las siguientes funciones:

3x-1 2x-1
d)y=
X 3x+3

a)y=3x+2  b)y=x/4+3 c)y= e) y= 3**1f) y= log(x-2)

10. Descomponer y=2x>-4 en dos ramas para hallar sus inversas.

B3.C1.2. Conoce las operaciones con funciones y las aplica en el clculo de dominios.

11. Calcula el dominio de las siguientes funciones

A)y=ViZ—4 by=x—4 Oy=VZ-x dy==t  gy=I_

_x
log (x2+16)

fy=x“4x+l @)y=;= h)y=log(x-5) i)y=log (x> =5x+6) J)y=

B3.C1.4. Estudia y analiza funciones en contextos reales.

12. Se quiere hacer una ventana con forma de rectangulo afiadiéndole un semicirculo sobre el .o W
lado menor en la parte superior. Si el perimetro del rectdngulo es 8 m, escribe el drea de la (
ventana en funcion del lado menor del rectangulo. Indica cudl es su dominio y su recorrido.

13. Una feria ganadera estd abierta entre las 10 y las 20 horas. El numero de visitantes viene
dado por la funcién N(t)=-20t?+Bt+C, donde t es la hora de visita. Sabiendo que a las 17h se
alcanza el maximo de 1500 visitantes, calculaBy C.

14. El coste de produccién de un modelo de batidora es C(x)=x%/4 +35x +25 y el precio de venta
V(x)=50-(x/4) con x el nimero de unidades producidas. Escribe la funcién B(x) de beneficio total y halla
el nimero de unidades que deben venderse para que el beneficio sea maximo.
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B3.C2.1. Comprende el concepto de limite, realiza las operaciones elementales de célculo de los mismos, y
aplica los procesos para resolver indeterminaciones.

15. Se ha realizado un estudio sobre el crecimiento del nimero de orugas en
un bosque y se ha llegado a la conclusion de que el nimero de individuos
viene dado por la funcién f(x) = 500-2%, donde x indica los afios y f(x) el -
numero de orugas. f

a) ¢A qué cantidad se acerca el nimero de orugas si estamos proximos a
los 3 afios? éY alos 5 afios? .

-

b) Si no se pone ningln remedio, ¢qué ocurre con el nUmero de orugasa |/ .
largo plazo?.
16. Supongamos que tras realizar un estudio demografico de una poblacién albacetefia obtenemos que el
, . . - 6400x+3000
numero de habitantes viene dado por la funcién f(x)=T, donde x

es el n2 de afios transcurridos.

a) éCudntos habitantes tiene la poblacién actualmente?¢Y dentro de 2
afos?

b) Suponiendo que la funcién es valida para todo el tiempo, éCrees que la
poblacidn creceria indefinidamente o se estabilizaria en torno a un
determinado nimero de habitantes?

17. Se ha comprobado en una empresa textil que los ingresos medidos en millones de euros vienen dados
3x+6
x2+42

. 5x L o .
por la funcidén I(x)= 22 los gastos por la funcion G(x)= con x el n? de afios desde que se creo.

a) éCudntos gastos tuvieron inicialmente al crear la empresa?

b)éQué ingresos y que gastos tuvieron el primer afo?¢Y el
segundo afio?

c) El beneficio de la empresa serd la diferencia entre ingresos y
gastos. ¢Se puede decir que la empresa sera rentable con el
paso de los afios?iTiende a estabilizarse el beneficio de la
empresa?

| LIMITES EN FUNCIONES A TROZOS

18. Estudiar para estas funciones cual es el limite en el punto que se pasa de un trozo a otro:

-1 a1 zz20 2x+3 g om0 2-m a1 x 20
a) f{x) ={ _ b f(z) ={ _ c; fz) ={

#+]l a8 z =0 x+2 s oz=0

z+Z = <0 _ )
2z +1 = <1 X o8 %<
O =4 5 % FT g = 2 s 0<x<l HRY =
SEx-2 s o=m2l _ w8 omz2l
3-% # 21

pag. 33



[ Unidad 5. Funciones, limites y asintotas.
Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

[:astilla-lé Mancha

24+l = z<-1
¥ o8 o<z 2+l aa xz=1
o fix) = 1 s -l==z=0 hix= _ 1) fiz) =
_ g2 s x22 -2x+1 s oz<-1
%*-2 & z=0

19. Expresa la funcidén f(x)=|x?-1| como una funcién a trozos y calcula su limite cuando x tiende a 1y -1.

20. Calcula el limite de f(x)=li—:i| cuandox — cycuandox — — oo,

21. Calcula los valores de “a” y “b” para que exista el limzf(x) y exista el lirr} f(x), donde
X—— X—
x’+a six< -2

f(x)={x—5 si—2<x<1
bx six=>1

LIMITES CUANDO x — o

lim X’ lim X 2%+ X lim X=X
22) > —2x" +3x° -6 23)">* 2X"—6x  24) = x°+1 25) lim(x? —2x+1)
_ 5 2 2 _
26)|im(L+LJ 27)lim |t 28) lim X X o) i WX 171
xoo\ X+2 X—2 x»o | X° —4X + 4 x>0 2x% _1 X0 /X2+2_4
3 X
¥ lim, ., Vx jim, 090 28
30) lim, 31) x+1  32) 2 33) 3e* -1
" log(x)
Indeterminacion -
2x2 3x3

- 2x° 36) lim 2% — x? 37) lim,_ Vx*—x—X

X+1 x>

38) lim, _JVx-1-+vx 39)lim “X”J_“X*z 40) lim x2 — /3% — 2x
X—o0 X X—>00

34) lim, -2x  35) lim,
X+3

a”,cona=l

44) lim =

x—00 5%

2
2x+1)x

4D lim2* 42 lim* 43) lim (1

Indeterminacion 1”

Dos opciones: 1) Utilizar lim HO{lJr ij =e 2)Formula lim
X

X =3

FOOY® _ tmre(563-1
(665) -

1

45) 1im (22)" 46) 1im (2) a7) 1im (222)" a) tim (222)

x—00 \X— x—o \2X— xX— x—1 \ X+2
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. ., 0
Indeterminacion °

X
2

lim

X—0 1

49) x+1

| LIMITES CUANDO x — —

R 2_
50) lim (~3x* +x)  51) lim (-3 +x) 52) lim XX21 53) lim 2")(2 54) lim x-2"
| LIMITES CUANDO x > a
lim (3x2 — 6x +1) lim (%/x2 +2—x) (x+1)
55) x»1 56) x5 57) lim Z
>3 (x+3)
Caso % - Estudiar los limites laterales
. x? . X+3 . 3x+4 . 2X+3
lim, . lim, ,—— lim, ,, —— lim, _,, —
58) X—3 59) 2X—6 60) Xx° -1 61) X —4
Indeterminacion g
2 2 2
. XT+X=2 . X" —6x+9 . X°—=25 . X —~a
lim—— lim————— lim— lim
62) -1 X5 —2X+1 63) x—0 X 64) x—>5 X° —Bx 65) x>a X —a
. 3+x-+/3 . X+ 2
lim——— lim

66) X0 \/; 67)H—z [x+3-1

Indeterminacion -

2x2 X ) 3 4

lim - —
68) 3 x-3 x?-9 69) ¥ _Bx+6  X—2
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\ Video 1. Asintotas.

V1.1. Incluye a continuacion 3 ejes de coordenadas con los 3 tipos de asintotas que se pueden calcular.

, . .. 2x+1
V1.2. Calcula las asintotas verticales de la funcién Y="—

. . ., 2x+1
V1.3. Calcula las asintotas horizontales de la funcién Y=

2

, . .7 X
V1.4. Calcula las asintotas oblicuas de la funcién V=7

V1.5. Realiza en una hoja aparte el ejemplo que se incluye al final del video haciendo el estudio completo de
las asintotas (Verticales, Horizontales y Oblicuas)

| ASINTOTAS
70) Estudia las asintotas de las siguientes funciones:
) = 3x o) ) = 3x? f _x%+4 ) fix) = 2% ) = x?
VW= D=5 Iy DW=z =g
4x“+1 x+1 4x
= = — = i =Vx2 —1j =x-3*

1) = 3,9 X N Mix)=7== DX =va2-1)f(x)=x-3
2x+5

71) Determina el valor de “a” para que la funcién f(x) = 18 tenga una asintota vertical en x=4.

_ . ax?+2 ] _

72) Determina el valor de “a” para que la funcion f(x) = ———— tenga una asintota vertical en

bx?+ax+1

X=2 y una asintota horizontal en y=1.
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UNIDAD 6. CONTINUIDAD Y DERIVADAS

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B3.C2.2. Determina la continuidad de la funcion en un punto a partir del estudio de su limite

B3.C2.3. Continuidad y tipos de discontinuidad de forma analitica y gréfica.

B3.C3.1. Calcula la derivada de una funcion y la emplea para resolver problemas reales

B3.C3.2. Deriva funciones usando la regla de la cadena.

Resumen del tema:

Se dice que una funcion f(x) es continua en un
punto x=a si y sOlo si se cumplen estas 3
condiciones:

1. 3f(a)

2. Alimy_,-f(x) = lim,_ +f(x)
limxﬁaf(x)

3. limy,qo-f(x) = f(a)

Tipos de discontinuidad:

- Discontinuidad evitable. No existe f(a) 0 existe

pero no coincide con el limite.(Falla 1 o Falla 3)

- Discontinuidad de salto o de 12 especie.(Falla 2)

e Salto finito: no coinciden los laterales y son
finitos.

e salto infinito: algun limite lateral es infinito.

- Discontinuidad esencial o de 22 especie. Cuando
no existe algun limite lateral

i
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Derivabilidad

Definicién de derivada.

fa) = lim ——————f b - A = If,

X—a h—-0

xX—=a

o fla+h)- fla)
h

Condicion de derivabilidad: Para que una funcion
sea derivable en un punto x=a tiene que existir el
limite de la derivada en dicho punto, es decir, existir
el limite por la izquierda y por la dcha.

Nota: Toda funcion derivable es continua

Funcion simple

Funcién compue

sta (varias funciones)

Operaciones con la derivada

f(x)= K f(x)= 0 DERIVADA DE LA SUMA:

f=x  |F0=1 D(f(x) +9() = F () + g'(¥)

fog=xr | f)=nxr1  Jg)=({ER)" | g'(x)=n ()" (x)

W |6 1 m f(x) PRODUCTO DE UN
f(x) =X T o g(x) = g'(X)= 2 Fix) NUMERO POR  UNA
2 I ? :(2)() FUNCION:
N n S D(k f(x)) = k-f'(x)

i) = V00 | 0= [ 800 = WO | g = oot PRODUCTO DE
FUNCIONES:

f(x) =ex f'(x)=ex g(x) = ef® g'(x)= ef® £"(x) (fx) - g(x))" = (x)-g(x) +
f(x)-9"(x)

f(x) =ax f'(x)= axIna g(x) = af g'(x)= af® Ina f"(x) COCIENTE DE
FUNCIONES :

1 1 ., fO) | /(9900 - f(x)+9'(¥)

f=Inx | prg= 509 =Inf) | g'ix)=F g IO )] -

f(x) =1 1 loga 1 REGLA DE LA CADENA

af(x) % 1= ~logse fg((;)) °8 (9= fey' XTI | composicion DE

. Py oo O cos O F FUNCIONES):

(x) =sen x | f'(x)= cos x g(x) =sen f(x) | g'(x)= cos f(x) £"(x) D(g(f(x)) = g’ (F(x))-F (X)
f(x) =cos x | f'(x)=-senx | g(x) =cosf(x) | g'(x)=-sen f(x) - f'(x)
f'(x)= 1+tg2x=
f(x) = tgx 1 Je() =tgf(x) | gX)=(1+tg>) f'(x)
sec?x = cos? x
1 f'(x)
f(x)=arcsenx | (x)= 2 g(x)=arcsenf(x) g'(x)= W
f(x)=arccosx | f'(x)= 1_1 > | g(x)=arccosf(x) o ﬂ
o 8097 1—(f¥
1 fr(x)
f(x)= arctgx | (x)= 0 g(x) = arctgf(x) g'(x)= m
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Video 2. Continuidad

V2.1. Incluye a continuacion la definicidon de continuidad que aparece en el video.

V2.2. Indica los distintos tipos de discontinuidad que aparecen en el video explicando que condiciones que
tienen que fallar en la definicién para que se den.

V2.3. Estudia la continuidad de las siguientes funciones tal y como se explica en el video.

2 5l x <2

X
F(x)=

4 85i X »2

f(x):{

%% 8l X <2
4 s5f x=2

2

X° g5 x =<2

f(x)=9 2
x_

Si X >»2
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| EJERCICIOS DE CONTINUIDAD |

1) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

x? si x <2 .
_12%=2  six< | o2 o
f(x)=<2x s x>2 Eix}—{u x| f(x)=x% si x=2
1 s5i x=2

2) Indica en qué puntos hay discontinuidades y clasificalas de las siguientes funciones.

b) AT c) ¥ d) AT

l(/ Yl =i
¥ 3 x +|Entii)

X
>

a) jﬁ/
// |
2

3) Estudia la continuidad de las siguiente funciones. Al no ser una funcién a trozos, estudia primero el
dominio y mira que pasa con la continuidad en los puntos que no estan en el dominio.
3x%2-x-8 Vx+1

a) f(x)=T b) f(x)=

fatt |

W
=

‘Sol: a) x=1 D.Salto Inf., b) x=0 D.Salto Inf, x=-1 D. 22 especie‘

4) Determina los valores de a,b,c y d en las siguientes funciones para que sean continuas:

ax®? —1 six <0 cx+d six<-—-1
f(x) = ‘;‘gxi'lb si0=x<1 g)=] 1—-x si—1<x<1
six=>1 cx +d six=>1

Soluciones: a=0, b=-1, c=-1, d=1|

5) Calcula, en cada caso, el valor de “k” para que f(x) sea continua en todo R.

x%—x

(x2—4 x<3 _(6—x/2 x<2 _)— x#0
a)f(x)_{x+k x >3 b)f(x)_{xz—kx X =2 C)f(x)_{li X =

| Soluciones: a) k=2 , b) k=-1/2, c) k=-1 ‘
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Video 3. Definicion Derivada. Calculo

V3.1. Después de ver el video, comprueba que la derivada de f(x)=x? en x=a es f’(a)=2a.

V3.2. Completa la siguiente tabla de derivadas con la informacién del video.

f(x)= K f'(x)= f(x)=eX f'(x)= f(x) = cos x f'(x)=
f(x) = x f'(x)= f(x)=ax f'(x)= f(x) = tgx f'(x)=
f(x) = x" f'(x)= f(x)= Inx f'(x)= f(x)=arcsenx f'(x)=
f(x) =‘\/@ f'(x)= f(x) = log ax f'(x)= f(x)=arccosx '(x)=
f(x) = W f'(x)= f(x) = sen x f'(x)= f(x)= arctgx f'(x)=

Video 4. Reglas de derivacion

V4.1. Calcula los siguientes ejemplos que aparecen resueltos en el video.

a) Regla del producto.

f(x)= x-sen(x) = f'(x)=

b) Regla del cociente

f(x)= —— > f'(x)=

sen(x)

c) Regla de la cadena.

f(x)= sen(In(x?)) =2 f'(x)=
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Video 5. Condicion de derivabilidad.
V5.1. Escribe a continuacion un ejemplo de una funcién que sea continua y no sea derivable.

V5.2. ¢Es posible encontrar una funcidn derivable y que no sea continua?

\ Derivadas

6. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x)=x?+3x+1 b) f(x)=3x3+5x+3x ) fX)=vx + ¥Vx + Vx| d) f(x)=2%+ 3* + e

e) f(x)=In(x) + logz(x) f) f(x)=sen(x)+cos(x) g) f(x)=tg(x)+ arcsen(x) | h)f(x)=arcos(x)+ arctg(x)
i) f(x)=5sen(x) + 3In(x) | j) f(x)=x-sen(x) k) f(x)= x2-cos(X) 1) f(x):ln’zx)

m) f(9= 2 M (0= 22 ) 100="5 0) 0= 1ot

p) f(x)=V3x2 + 2x q) f(x)=e*"*1 r) f(x)= In(cos(x)) s) f(x)=In(sen(cos(x)))

) f(x)=y/sen(x2) u) f(x)=3/arctg(x?) v) f(x)=31n Gx+1) w) f(x)=-22

x) f(x)=y/In (cos(x2 — 3x)) y) f(X)= x? cos(3x) — %

Soluciones del gjercicio 6:

a) P(x)= 2x+3 b) ' (x)=9x?+10x+3 c)f (x):# + % + d) f'(x)=2*In2+3%In3+eX
X 3Vx2
1
443

o Peo=lx + 1x[HFg=cos(dsen() [ g) F (9=t + s | M) F (0= s +

-logze
1) £ (x)=5cos(x)+3/x j) T (X)=sen(x)-xcos(x) K) ' (x)=2xcos(x)- ) (X):ln(x)—l

x?sen(x) In2(x)
m) f'(X):iz:zili n) f’(X)_le_xx ﬁ) senca) ¢ \_—Cols_(;)+arcsen(x)sen(x)

PR GOz 0)F (x) 07 ()

In?(x)
2 j— 1
p)f (X)Z% qQ F(x)=e**1.2x r) f’(x)z-% = -tg(x) ST (X)=rcemi; c0s(c0s00)(-sen()
t)f’(x):2 s;(xz)-cos (xH)2x u)f’(x)—33 T;(Xm-m;)z-Zx V) (x)= 3 @x+D]y (3)-%-2 W)f‘(x)f#‘“)em1(_32’;?1’;'33“11“ (3)3
= 1 1 2 1

X)P(X} 24/In (cos(x2-3x)) cos(x2=3x) (sen(s’ —3x))@x - 3 Y) F(x)=2x-Cos(3x)-x2-sen(3x) 3+x_2
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7. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)f(x)=e?* + (e¥)2 +e*" | b)f(x)= sen (g) —3In (v2) | ©) fx)=arsen(cos(x)) | g f(x):xziijﬂ
= 3) | Hf(X)=- - 5% _sen(x)-cos (x)
e)f(x)=sen(y/In (2x + 1)3) oo s 2SN 205K 9)f(x)=1— h) f(x) e

i) f(x)=(sen(x)+cos(x))?

D) 00= (E+3)e=T0)

k) f(x)=arcos(x%)

I) f(x)=arcsen(v1 — x)

m) fx)=2" n) f(x)= x>+5" M) 1097 ey 0) f()= J/xvx
p) f(X)= sen?(x)+cos?(x) q) f(x)=2"* r) f(x)= x-In(x)-x $) f(x)= x2+2x+3
t) f(x)= ex+ze—x u) f(x)=arctg (ﬁ) v) f(x)=In (ex2+3x) w) f(Xx)=x*
x) f(x)= x> y) f(x)= V/x
Soluciones del ejercicio 7:
A)P(x)=e?-2+2e%e*+ex*- | b)F (X)=0 c) f'(x)=-1 d) f'(x)=1
2x
£ (523608 (/Inex+03) | f) f'(x)=x?sen(x) g) f"(x)= 5% h) f"(x)=-2sen(x)cos(x)
) 1m0
iz)senz(x) £(0=2008%09- | DF (0=e="0c0s()-0%+3x)+2x43] | (=22 | ) F ()= o=
m) ()= n) £(x)=5x*+54In(5) BF=3" e | o) P
p) F(x)=0 Q) P(x)=2"1n (2) 5 r) £(x)=In(x) 5) P(x)=os
R — W) £~ V=263 | w) PO=(1+n(x) X"
x) £(x)= (1+1In(x))-2x>* y) f’(X)Zl‘l“Z(x) Xfx

Video 6. Interpretacion geométrica de la derivada. Cilculo de pendientes de rectas tangentes a una

funcién en un punto.

V6.1. ¢ Cudl es la conclusion de la interpretacion geométrica de la derivada®.

V6.2. ¢ Qué pendiente tendra la funcidn f(x)=x2-5x+6 en el punto x=4?.

V6.3. Indica que valor de “a” en f(x)= ax’+5x+1 hace que la recta tangente a f(x) en x=1 tenga pendiente 6.
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\ Calculo de la recta tangente \

8) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la curva y=x?-5x+6 en el punto de abscisa x=2.(Sol: y=-1(x-2))
9) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la curva y=-x>+2x+5 en el punto de abscisa x=-1.(Sol: y-2=4(x+1))

10) Calcula los valores a, b y c de la funcidn f(x)= ax?+bx+c, sabiendo que pasa por el punto (0,5) y tiene un
punto de tangente horizontal en (2,-3). (Sol: ¢c=5, ay b solucion del sistema 4a+2b+5=-3 , 4a+b=0)

11) Halla el valor de x en el que las tangentes a las curvas y=-3x2-2x+5 e y=-x>+6x sean paralelas.
(Sol: Paralelas=> misma pendiente = -6x-2=-2x+6 >x=-2)

‘ Video 7. Crecimiento y curvatura de una funcién

V7.1. Escribe a continuacidn las condiciones que aparecen al principio del video y que son necesarias para
hacer el estudio del crecimiento de una funcién usando la derivada.

V7.2. Realiza el estudio del crecimiento de la funcién f(x)=x?>+4x+1 , tal y como aparece en el video.

. . - . 3 5x2 ,
V7.3. Realiza el estudio del crecimiento de la funcién f(x)=x? - % + 6x + 7, tal y como aparece en el video.

. . L. 3 5x2 ,
V7.4. Realiza el estudio de la curvatura de la funciéon f(x)=x? - % + 6x + 7, tal y como aparece en el video.
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Estudiar el crecimiento de las siguientes funciones determinando los extremos relativos

12. a) y=x2-5x+6  b) y=x3-3x C) y:i—i; d) y= x4-4x? e) y=4vx? + 2x

Sol: a) Decrece (-»,2°5), Min x=2,5, Crece (2°5, «) // b) Crece (-»,-1), Max x=-1, Decrece (-1,1), Min x=1, Crece (1, «)
c) Crece (-0, ) // d) Decrece (-0, -v/2), Min x=-v/2, Crece (-v/2,0), Max x=0, Decrece (0, v2), Min x= /2, Crece (2, )
// €) Dominio (-0,-2]u[0,), Decrece en (-,-2] y Crece en [0,0), No hay max. y min.

Estudiar la curvatura de las siguientes funciones

13.a) y=x*6x2 b)y=In(x+1) c)y=3x2-2x+1 d)y=x3-3x?2 e)y=vx

Sol: a) Conc.Arriba (-»,-1), P.l. x=-1, Conc.Abajo (-1, 1), P.l. x=1, Conc.Arriba (1, «) // b) Conc. Abajo en (-1,+ =)
(Después del estudio de la curvatura hay que tener en cuenta el dominio) // c) Conc.Arriba (-00,00)
d) Conc.Abajo (-,1), P.I. x=1, Conc.Arriba (1,) // €) Tener en cuenta el dominio. Conc.Abajo [0, «)

Video 8. Problemas de optimizacion

V8.1. Incluye la resolucidn del siguiente problema tal y como aparece en el video:
“Dado un rectangulo de perimetro 12 unidades, écuales seran sus dimensiones para que tenga area
maxima?.”

Problemas de optimizacion

14. Hallar dos numeros cuya suma es 18, sabiendo que el producto de uno por el cuadrado del otro es
maximo. (Sol: P(x)=x(18-x)?> = Los nimeros son 6y 12.)

15. Tomamos un rectangulo de perimetro 8 unidades, écuales seran sus dimensiones para que tenga drea
maxima?. (Sol: A(x)=x(4-x) = Area méximas si es cuadrado de lado 2).

16. Tomamos un rectangulo de area 4 unidades, écuales seran sus dimensiones para que el perimetro sea
minimo? (Sol: P(x)=2x+8/x = Perimetro minimo si es un cuadrado de lado 2)

17. Se pretende fabricar una lata de conserva cilindrica (con tapa) de 1 litro de capacidad (volumen).

. , . . e . . 1 34
¢Cuales deben ser sus dimensiones para que se utilice el minimo posible de metal? (Sol: r=3\/? , h= ;)
s

18. Se tiene un alambre de 1 m de longitud y se desea dividirlo en dos trozos para formar con uno de ellos
un circulo y con el otro un cuadrado. Determinar la longitud que se ha de dar a cada uno de los trozos para

gue la suma de las areas del circulo y del cuadrado sea minima.(Sol: x+y=1, S(X)=7T(%)2 + (1;_’6)2' El minimo

2
se alcanza en x=——)
8+2m
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Video 9. Regla de L'Hopital

V9.1. Enuncia a continuacién la Regla de L"Hopital tal y como aparece en el video.

sen(x)

V9.2. Calcula lim,,_,,

x3-5x-12

V9.3. Calcula li *2+3x—18
9.3. Calcula lim, 3 x2+3x—18

\ Regla de L"Hopital (para cuando sepais derivar)

19. Calcula estos limites utilizando la Regla de L"Hopital:

senx senx . Senx—sena

a) lim—— b)lim c)lim
x=>0 X x>0 g X X—a X—a

Sol:a) 1,b) 1, c) cos(a), d) 1/2

1-cosx
2

d)lim

x—0 X
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EJERCICIOS PROPUESTOS DE PAEG

JUNIO 2017
1A. Dada la funcion

2+ a six <2

[Fa

fla) =

2 4 br—9 st > 2

a) Calcula razonadamente los pardmetros a v b para que f(x) sea derivable en todo E. (1,5 puntos)

\ Sol: a=-1, b=8 \

2A. Con una chapa metdlica de 8 x 5 metros se desea construir, cortando cuadrados en las esquinas, un
cajon sin tapa de volumen miximo. Halla razonadamente las dimensiones de dicho cajon. (2,5 puntos)

Sol: x=1, Dimensiones: 3x6x1 \

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:

3 0.0
T R aln(e+ 1)

a) i . . , b) lim ————=~ 1,25 tos - limit

) .u-—L:l—lz ad B 4 8 44 )) .rl—lﬂl 2 —2cosw @, puntos por limite)

Nota: In denota logaritmo neperiano.

| Sol: a) 3, b)1

SEPTIEMBRE 2017
2A. a) Determina el valor de k € R para que la siguiente funcién sea continua en x = 0.
, llrn’le.
(‘:'4_1) siax <0
[(x) = 2z +1 (1,5 puntos)
G+ k six =10

| Sol: k=1/e

Y con un fondo

1B. Halla razonadamente las dimensiones mas econdmicas de una piscina de 32 m’
cuadrado, de manera que la superficie de sus paredes y el suelo necesiten la cantidad minima de material,

(2,5 puntos)

| Sol: x=4, h=2

JUNIO 2016
1A. Dada la funcion f(x) = 2* 4 322 + ax — 6, a € R, se pide:
a) Determinar el valor del parametro a € R para que la pendiente de la recta tangente a la grafica de
J{x) en su punto de inflexion sea —3. (1,25 puntos)
b} Para el valor del parametro encontrado, calcular los extremos relativos e intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f(x). (1,25 puntos)

\ Sol: a) a=0, b) Max. en x=-2 y Min. en x=0. Crece (-inf,-2)u(0,inf) y decrece (-2,0)
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SEPTIEMBRE 2016
1A. Se quiere construir un depdsito de chapa abierto superiormente con forma de prisma recto de base

cuadrada, de 1000m?* de capacidad, lo mas econémico posible. Sabiendo que:

= K] coste de la chapa usada para los laterales es de 100 euros el metro cuadrado
= E] coste de la chapa usada para la base es de 200 euros el metro cuadrado

;Qué dimensiones debe tener el depdsito?
Cudl es el precio de dicho depdsito? (2,5 puntos)

Sol: x=10, h=10y coste C(10)=60000€

1B. Dada la funcién

se pide:
a) Estudiar si tiene asintotas horizontales (1.25 puntos)
b) Calcular sus puntos de inflexién. (1,25 puntos)

] Sol: a) A. Horizontal por la derecha en y=0. No tiene nada mas, b) P.Inflexion en (2,4/e)

JUNIO 2015
1A. Dada la funcion f(x) = e™"* 4+ 2 4 ar+b, abeR:
a) Determina los pardametros a,b € R sabiendo que la grifica de f(x) pasa por el punto (0,2) v que en

dicho punto tiene un extremo relativo. (1,5 puntos)
b) Para los valores de los pardametros encontrados, estudia si dicho extremo relativo es un maximo o un

minimo. (1 punto)

1B. Calcula el dominio y las asintotas de las siguientes funciones

V27 — 3
flx) = :‘_ 2';'. gla) = 2 _';“ i (1,25 puntos por cada funcidn)

2B. Dada la funcion f(x) = (x + 1)e?*, se pide:
a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de f{x). (1,25 puntos)

SEPTIEMBRE 2015
1A. Calcula los siguientes limites:
In(1 + 2x —1 -t
lim g lim (1 4 tan x) s+sens (1,25 puntos cada limite)
w—( pestnE x—()

Nota: tanxr denota a la tangente de x.

2A. a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(z) = 2? en el punto de abscisa x = 2.
(0,5 puntos)
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PAEG — Curso 11/12 - Junio !

1A. Dada la funcién
flz) = 2 4 az? 4+ br + e,

calcula los parametros a, b, ¢ € R sabiendo que:
s la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa # = —1 tiene pendiente —3

» f(x) tiene un punto de inflexion de coordenadas (1, 2).

(2.5 puntos)

\ Sol: Se obtienen las ecuaciones -2a+b=-6, 6+2a=0, a+b+c=1 - Resolverlas...

PAEG — Curso 11/12 - Junio

1B. La concentracién (en %) de nitrégeno de un compuesto viene dada, en funcién del tiempo ¢t € [0, +o0)

medido en segundos, por la funcién
N = 50
i ' 1 4 2et
a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. jPara qué ¢ € [0,+~) la
concentracién de nitrégeno es minima y cudl es esta concentracién? (1,25 puntos)
b) ;A qué valor tiende la concentracion de nitrégeno enando el tiempo tiende a infinito? (1,25 puntos)

-t
Sol: a) N’(t):(lfzeTt)z, ver que N(t) es creciente en [0,+0) y su minimo es t=0 con 20% concentracién

b) Calcular limite en el infinito de N(t)

PAEG — Curso 11/12 - Septiembre

1B. Dada la funcién
2
f( ) az® +b
T — —mm,
20 + 6
calcula los pardametros a,b € R sabiendo que:

= f(x) tiene una asintota oblicua de pendiente 2

s f(z) tiene un minimo relativo en el punto de abscisa z = 0. (2,5 puntos)

PAEG — Curso 10/11 - Junio

42* 4+ 3z + 4
1A. Dada la funcion f(x) = +2 * , se pide:
T

a) Calcula las asintotas verticales y oblicuas de f(x). (1.25 puntos)

b) Coordenadas de los maximos y minimos relativos de f(x). (1,25 puntos)
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PAEG — Curso 09/10 - Junio

1B. La velocidad de una particula, medida en m/sg, estd determinada en funcién del tiempo t > 0,
medido en segundos, por la expresién v(t) = (t* + 2t)et. Se pide:

a) ;En qué instante de tiempo del intervalo [0, 3] se alcanza la velocidad méxima? (1,25 puntos)

b) Calcula tll'm v(t), e interpreta el resultado obtenido. (1,25 puntos)
—00

PAEG — Curso 09/10 - Septiembre

1A. a) Definicién de derivada de una funcién en un punto. (0,5 puntos)

( axr 4+ senax X <0
——— siz
2r — x2
b) Dada la funcién f(x) = < bx + ¢ si0 <@ <1  determina los pardmetros a,b,c € R
1
siz>1
14+a 2y

\
para que f(x) sea una funcién continua en & = 0, y ademas sea continua y derivable en & = 1. (2 puntos)

2A. a) Determina el dominio de la funcién f(x) = v2x + 1. (1 punto)
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UNIDAD 7. ESTUDIO GLOBAL DE FUNCIONES

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B3.C3.3.- Determina el valor de pardmetros en problemas de continuidad y derivabilidad en un punto

B3.C4.1.- Representa graficamente funciones, después de un estudio completo de sus caracteristicas.

Representacion de Funciones

1. Dominio —
Dom(f)

- Polinomios , Dom(f)=R
- Cocientes de funciones, Dom(f)=R-{puntos donde se hace cero el denominador}

- Funciones Radicales, Dom(f)={Puntos donde la parte radical sea >=0, excluyendo
donde sea cero el denominador (si hay)}

- Otras funciones elementales: Exponencial (aX), Logaritmos (loga(x)),
Trigonométricas, Valor absoluto, parte entera, ...

2. Puntos de Corte

x=0 =2 y=... (Corte con el eje OY)
y=0 = x=... (Corte con el eje OX)

3. Simetrias

f(x)=f(-x) = Funcion PAR (Simétrica respecto al eje OY)
f(x)=-f(-x) = Funcién IMPAR (Simétrica respecto al origen de coordenadas)

4. Continuidad

Estudiar los tipos de discontinuidades en los puntos que no estan en el dominio o en
el caso de funciones a trozos en donde se pase de una funcion a otra.

5. Asintotas

Asintotas Verticales. lim __ f(x) =%

Hay que estudiar los limites laterales para ver si salen + 6 — infinito.
Izg>lim __ f(x)=400 ; Dcha>lim . f(x) =00

Asintotas Horizontales. lim, , f(X)=c=# o

f(X)

Asintotas Oblicuas (m=1Iim, ., —* yn=lim,__ f(x)—-mx)
X

6. Crecimiento.

Extremos
relativos

- Hay que calcular f'(x)=0 y despejar x. De esta manera obtenemos los candidatos a
maximos y minimos relativos.

- Después estudiamos la inecuacién f'(x)>0 para saber el crecimiento representando
una tabla de signos.

7. Curvatura.

- Hay que calcular f"(x)=0 y despejar x. De esta manera obtenemos los candidatos a
Puntos de Inflexion.

Puntos de . . : s

Inflexién - Después estudiamos la inecuacion " (x)>0 para saber la curvatura representando
una tabla de signos.

8. Tabla de : .

valores y Completamos nuestra informacion con una tabla de valores y procedemos a

representacion.

representar nuestra funcion.
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UNIDAD 8. GEOMETRIA ANALITICA

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B4.C3.1. Producto escalar para normalizar vectores, ortogonalidad o la proyeccion de un vector.
B4.C3.2. Expresién analitica del producto escalar, modulo y coseno del angulo que forman.
B4.C4.2. Obtiene las ecuaciones de una recta, identificando elementos caracteristicos.

B4.C4.3. Reconoce y diferencia analiticamente las posiciones relativas de las rectas.

B4.C4.1. Calcula distancias entre puntos, de un punto a una recta y entre dos rectas.

{Producto escalar de 2 vectores. \

- Producto Escalar > @ - v = |u]| - |¥] - cos (uD)

Resumen del tema:

1. Vectores.

- Un vector 4B es un segmento orientado
determinado por dos puntos Ay B. A se
denomina origen y B extremo.

- Expresién analitica del producto escalar

I_i = (ul,uZ) y 13 = (171, vz)eﬂ - 1_7) =unm + U, v,
- Las coordenadas de un vector AB son las - Vectores ortogonales o perpendiculares % - v = 0

coordenadas del extremo menos las del origen.
AB = B-A = (b1 — a1, b2 — a2)

- Un vector queda determinado por su modulo,
direccion y sentido.

Si ¥ = (vq,v,) 2 Sumodulo |3| = {/vZ + v3
- Algunos conceptos: vector iguales, vectores
libres, vector fijo, vectores opuestos, vector

unitario (médulo 1, IZTI)

- Vectores ortonormales = ortogonales + unitarios

- ¢Como construir un vector ortogonal?
Siu = (uq,u,) entonces (—u,,u,) es ortogonal.
- ¢Como calcular el angulo de 2 vectores?

Despejar v de la formula del producto escalar./

4. Conceptos de paralelismo y perpendicularidad.

-1 y ¥ son paralelos - Proporcionales > % = %
1 2

2. Operaciones con vectores. Si u = (uq,u,) entonces k - (u,,u,) es paralelo.

- Suma de vectores // Resta de vectores.
- Producto de un vector por un nimero.

- Si“a”y “b” son nimeros y U Y U vectores,
aui+bv es una combinacion lineal de i y ¥.

- 4y v son Linealmente Dependientes si existe
una combinacion lineal de ellos igual a 0 cuyos
coeficientes no sean 0. Es decir, existe au+bv=0
con a=0 6 b=0. En el plano, los vectores
L.Dependientes son vectores paralelos.

- 4 y v son Linealmente Independientes si ~

cualquier combinacion lineal de ellos igual a 0 v
conlleva que sus coeficientes sean 0. g
- Dos vectores # y v L.Indep. forman una base.
Un punto y una base forman un Sist.Referencia.

-y v perpendiculares> i - ¥ = 0 u vy + u,v,=0

Siu = (uq,u,) entonces (—u,,u,) es perpendicular.

\as

N’
\ h )

L3

pag. 52



Unidad 8. Geometria analitica
Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

Castilla-La Mancha

GAlgunos célculos: \

- Punto Medio de un segmento AB = M=(A+B)/2
- Comprobar si 3 puntos A, By C estan alineados - AB y AC tienen que ser paralelos.

- Calcular el simétrico de A respecto a M. Poner A’=(x,y) y calcular AM=MA’.
a1+b1+C1 a2+b2+C2)
3 ’ 3

- Coordinadas del Baricentro de un tridngulo de vértices A,By C - G=(

\_

6. Ecuaciones de la recta en el plano. Dado un punto A(a1,a2) y un vector %(vi,vz)

- Ec. Vectorial = (x,y) = (a1,a2) + t-(v1,v2)
= aq +t- V1

Y X
- Ec. Paramétrica 9{}] a4t
- Y2 2

- Ec. Continua > =% = =%

U1 Uy
- Ec. Punto-pendiente > y —a, =m- (x —a;),conm = Z—z

1
- Ec. Explicita 2 y=mx+n
- Ec. General o implicita > Ax+By+C=0

Observaciones importantes:
¢ Si nos dan 2 puntos C y D, cogemos uno de ellos y el vector CD.

em=2 ; v=(1,m) ;
V1

eEn la Ec. General o implicita, (A,B) es un vector perpendicular a v

Paralelismo y perpendicularidad de rectas

N N ﬂ_ﬁ . ﬂ_ﬁ T:A1x+A2y+A3=0_ _
Rectas r y s de vectores u y v son paralelas > o= ' BB {S:le +Byy+B,=0° Mr=mMms
Rectas r y s de vectores 1 y v son perpendiculares 2 i - ¥ = 0; u(-A2,A1) , U(A1,A2) ;mg = — mi
7. Posicion relativa de rectas. Angulo de 2 rectas

El angulo que forman los

Posiciones Vectores directores Pendientes Ecuacién general
2 vectores de las rectas.

U Vs A B _C .
:‘:

Paralelas = m=m’ =—F—= o) — 4
U v A B C cos (uv) = NG
e U VvV . A B C
Coincidentes ey m=m R e T
Uy Vi A ); G
: U , Vv A B
Secantes — o m+m’ —F —
uy Vi A B

|Ax0+By0+C|

8. Distancia entre: a) Dos puntos, d(P,QHFQW b) P(xo,y0) y recta r:Ax+By+C=0 - d(P,r)= J—
x§+v5

c¢) Dos rectas. Distancia de un punto cualquiera de una de las rectas a la otra recta.
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Ejercicios Tema 8. Vectores y rectas en el plano

B4.C3.1. Producto escalar para normalizar vectores, ortogonalidad o la proyeccion de un vector
B4.C3.2. Expresion analitica del producto escalar, médulo y coseno del dngulo que forman

1. Dados los vectores 1=(2,1), ¥ =(1,4) y w=(5,6) . Determinar:
a)Si Uy wformaunabase. b)Expresa W como combinacién linealde #iy v
2. Si un vector w tiene coordenadas (3,5) en la base candnica. éQué coordenadas tendré en la base 1=(1,2)
y ¥ =(2,1)?
3. Dado el vector ¥ =(9,12). Calcula las coordenadas de:
a) Un vector % unitario y de la misma direccién que v.
b) Un vector W ortogonal a ¥ y con el mismo mdédulo.
c) Un vector X de mddulo 5y ortogonal a ¥.
4. Dados u(3,n)y v(—2,m), calcula el valor de n y m para que se cumpla:
a)|u| =5 b)uortogonalavy |u]| = || c) U forme 452 con el vector w(1,1)
5. éCuales de los siguientes vectores forman una base?
a)u@3,—-1)yv(1,3) b)u(2,6)yv(2/3,2)
6. Inventa un vector paralelo y otro perpendicular a:
a)u(3,—-1) b)u(=2,0) c)u(—4,—-4)
7. Calcula “k” para que estos vectores sean ortogonales:
a)u(6,k)yv(—1,3) b) u(5,—1) yv(k,2)
8. Halla “m” para que el vector 1 (3, k) sea unitario.
9. Dado el vector (-5, k), calcula “k” de modo que:
a) U sea ortogonal a (4, —2).
b) El médulo de U sea igual a /34
10. Halla un vector de médulo 50 perpendicular 1(8,6).

11. Halla el dngulo que forman los vectores 1(3,2) y ¥(1, —5)

B4.C4.2. Obtiene las ecuaciones de una recta, identificando elementos caracteristicos.
B4.C4.3. Reconoce y diferencia analiticamente las posiciones relativas de las rectas.
B4.C4.1. Calcula distancias entre puntos, de un punto a una recta y entre dos rectas.

12. Escribe todas las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(2,1) y B(-3,6).

x=1-—2t

13. Obtener la ecuacién implicita de la recta a partir de la Ec. Paramétricas {y — 543t
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14. Obtener la Ec. Paramétricas de la recta a partir de la recta y=2x+1.

. sy . s . X
15. Obtener las ecuaciones Paramétricas e Implicita de la recta 5= %

16. Halla las ecuaciones Paramétricas, Continua, Explicita e Implicita que pasa por:
a) A(-2,-2), B(4,4) b) A(3,0) y B(0,4)
17. Dada la recta r: 3x-4y+5=0.
a) Obtén 2 puntos Py Q de la recta. // b) Comprueba si el vector PQ es perpendicular a (3,-4)

c) Escribe en forma paramétrica. // d) Escribe ecuacién explicita y comprueba que (1,m) es paralelo a PQ.

x =2+ 3t

18. Dadalarectar: {y _3_97¢

. a) Halla una recta paralela que pase por P(3,5), b) Halla una recta

perpendicular pase por P(3,5).
19. Dada la recta r: 2x-4y+5=0. a) Halla una recta en forma paramétrica perpendicular a r y que pasa por
P(-1,2), b) Halla una recta en forma explicita que sea paralela a r y que pase por P(0,0).

xX—2 -1 . ,
20. Dada larecta - = yT . Indica cudl de estas rectas es paralela a ella:

a) 2x+5y-4=0 b) 2x-5y+1=0  ¢)5x+2y=0 d) y=-5/2x+1 e) y=2/5x-3

21. Dada la recta x-2y+4=0, indica cudl de estas rectas es perpendicular a ella:

x=2+t x=1-2t
a) y=2x+1 b) y= - 2x+3 c) V‘X/Zd){y: 3 —2t e){y: 7+t
x=2+t
22. Dadar.{y:3_2t-

a) Halla una recta en forma Continua que sea perpendicular a r y que pase por P(2,3).
b) Halla una recta en forma implicita que sea paralela a r y pase por P(0,3).

c) Halla una recta en forma explicita que sea perpendicular a r y pase por P(-4,0).

x=24+t 3_{x=1+3t
y=3-2tY>ly=4-2¢"

b) r: 2x+3y-10=0, s: 3x-4y+4=0, c) r: y=4x-1 y siy=-2x+3

23. Calcula el dngulo que forman: a) r: {

24. Calcula “k” de modo que la distancia entre los puntos A(3,k) y B(4,-3) sea 2.

x=2+4+t

25. Halla la distancia de O(0,0) y P(-2,3) a las rectas: a) 3x-4y+5=0, b) 3x-4=0, c) {y —3_7¢

- =2+t
1-x yTH, b) r:{x s: 2x+y-5=0

26. Halla la distancia entre: a) r: y=-2/3x+1, s: - = y =32t
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UNIDAD 9. ESTADISTICA

Estandares que se van a evaluar en esta unidad

B5.C1.1. Elabora tablas bidimensionales de frecuencias con variables discretas y continuas.

B5.C1.2. Calcula e interpreta parametros estadisticos en variables bidimensionales.

B5.C1.3. Calcula las distribuciones marginales y diferentes distribuciones condicionadas, asi como sus pardmetros
(media, varianza y desviacion tipica).

B5.C1.4. Decide si dos variables estadisticas son o no dependientes a partir de sus distribuciones condicionadas y
marginales.

B5.C2.1. Distingue la dependencia funcional de dependencia estadistica y estima si dos variables son 0 no
dependientes mediante la representacion de la nube de puntos.

B5.C2.2. Cuantifica el grado vy sentido

determinacion lineal.

de
mediante el calculo e interpretacion del coeficiente de correlacion lineal.

B5.C2.3. Calcula las rectas de regresion de dos variables y obtiene predicciones.

B5.C2.4. Evalta la fiabilidad de las predicciones a partir de la recta de regresiébn mediante el coeficiente de

la dependencia lineal entre dos variables

Resumen estadistica unidimensional:

1. Poblacién, muestra e individuo.

- Poblacién: Conjunto de todos los elementos
que se estudian.

- Muestra: Subconjunto de la poblacion
elegido para realizar el estudio estadistico.

- Individuo: Cada uno de los elementos que
forman la poblacion o la muestra.

¢Cuando coger muestra en vez de poblacion?
En poblaciones muy numerosas, poblaciones
dificiles de controlar (Ej: personas de un

aeropuerto) y cuando el proceso es muy caro.

¢ Como seleccionar una muestra?

Se debe escoger la muestra aleatoriamente (al
azar) de forma que todos tengan la misma
probabilidad de ser escogidos.

Tipos de muestras aleatorias:

- Muestra aleatoria simple: se van sacando
individuos al azar.

- Muestra aleatoria sistematica: Se ordena la
muestra, se saca un individuo al azar y el
resto se van sacando mediante saltos iguales.
- Muestra aleatoria estratificada: se divide la
muestra en grupos homogeéneos llamados
estratos (Ej: estratos por edad) y se saca una
muestra aleatoria simple de cada estrato.

Una muestra con el tamafio adecuado y
ademas aleatoria se dice que es representativa

~

6 Variables estadisticas. Tipos.

Una variable es una caracteristica que se quiere
estudiar. Las clasificamos en 3 tipos:

- Cualitativas: no toman valores numéricos (Ej:
color de 0jos)

- Cuantitativas discretas: toman valores numéricos

- Cuantitativas continuas: toman valores

aislados (Ej: Numero de hijos)

Quméricos en un intervalo (Ej: Altura)

. Fases de un estudio estadistico. Hay 6 fases:
. Saber qué queremos estudiar.

. Seleccion de las variables a estudiar.

. Recogida de los datos.

. Organizacion de los datos en tablas.

. Representacion y tratamiento de los datos.

. Interpretacion y anlisis.

SOOI WNEFE W

%I’ abla de frecuencias absolutas y relativas \

Los datos recogidos de cada variable se recuentan y
se representan en tablas de frecuencias.

- Frecuencia absoluta n° de veces de cada dato

- Frecuencia relativa es division entre la frecuencia
absoluta y el tamafio de la muestra.

Ejemplo: N° TV en cada casa
Muestra: 1,1,2,2,2,2,2,3,3,3

Variable(X) | Frec.Absoluta(fi) | Frec.Relativa(hi)
1 2 2/10
2 5 5/10
3

3/10 /L
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5. Medidas centrales. Nos indican un valor
central en torno al que se distribuyen los datos

Media aritmética:La media o promedio es la

suma de los datos divida entre el n° de datos.
_ x4,

n
Calculo de la media en tabla de frecuencias:

Xi |fi |xfi

X1 | f1 X fit Xy ot X, f
X =

X2 | fo n

Xn | fn

Mediana: Es el valor que deja el 50% de los
datos por debajo de él.

Cuartiles:Q1, Q2, Qsson los valores que
dejan el 25%, 50% y 75% respectivamente
por debajo de él.

Moda: Es el dato que mas se repite.

6. Medidas de dispersion. Nos indican la
separacion de los datos en torno a la media.

Rango o Recorrido: Diferencia entre el dato
mayor y el dato menor.

Varianza: Es la media de los cuadrados de
las distancias de los datos a la media.

(X, — X% + (x, — X)%+...+(x,, — X)?

var(x) =

n
Se puede calcular de forma mas corta:
X2+ 24 4,2

var(x) = — — X2
Célculo de varianza en tabla de frecuencias:
Xi | fi | xiefi
x1 | f1 Var(x)=
X2 | 2 X2 fi + 27 ok a0y 'fn_fz
n
Xn fn

Desviacion tipica: Raiz cuadrada de la

varianza. o = /var(x)

Departamento de Matematicas - IES Melchor de Macanaz

7. Gréficos estadisticos.

Vamos a estudiar 3 tipos de representaciones de
tablas de frecuencias:

1. Diagrama de rectangulos.

Para variables cualitativas o cuantitativas discretas
se llama Diagrama de Barras. Para cuantitativas
continuas se llama Histograma.

En el eje horizontal se representan los valores de
la variable y el eje vertical las frecuencias.
Ejemplo: Diagrama de barras de una muestra
sobre formas de transporte de estudiantes

Frecuencia Absoluta

100
80
60
40

20
0 l . 1 [

Andando Metro Autobus Coche

2. Poligono de frecuencias (diagrama de lineas).
Se utiliza para variables cuantitativas discretas y
continuas con el fin averiguar la tendencia. Se
construye uniendo lo puntos medios de las barras
de diagramas de barras o histogramas.

Horas de ocio dedicadas a internet

1500

000

500

‘000

500

000

-

rry”

0-05 05-1 1-15 1,6-2 2-25 25-3 >3

3. Diagrama de sectores

500

0

Se representan sectores circulares cuyo angulo es
proporcional a la frecuencia absoluta.

Votos obtenidos por los diferentes
partidos politicos

8 Partido A
W Partido B
Partido C
W Partido D
8 Partido E
Partido F
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Resumen estadistica bidimensional:

1. Tablas de contingencia.

Hay muchas veces en la vida en las que es necesario un estudio simultaneo conjunto de 2 variables. En estos
casos se representan mediante una tabla de doble entrada que se denomina tabla de contingencia. Se
pueden representar en ella frecuencias absolutas y frecuencias relativas.

x/y Vi Y2 va Yo n A partir de ella se pueden obtener:

X1 N1 N1 Nis - Distribuciones marginales de X y de Y. Son las
X3 N1 N2 N2 tablas de cada variable por separado y permiten
X3 N3 Naz Na3 estudiar sobre ellas parametros estadisticos como
Xa la media aritmética y la varianza.

- Distribuciones condicionadas. Son tablas de
n; frecuencias de una variable pero condicionadas a

un valor concreto de la otra variable.

Diremos que dos variables X e Y son independientes cuando su frecuencia relativa conjunta es igual al
. . nij n; nj ., . . .
producto de las frecuencia marginales (f;; = # = ;‘ . :’ = fi - fj) - También se dice que son independientes

cuando todas sus frecuencias relativas condicionadas son igual a sus marginales (f;;) = f; para todo j y
fiw = fj paratodoi)

2. Correlacidn y recta de regresion

Supongamos que tenemos una distribucién bidimensional al estudiar dos variables X e Y de una misma
poblacién. Si tenemos una muestra bidimensional (x1,y1) , (X2,y2), ..., (Xn,¥n) podemos esos pares de valores
como las coordenadas de puntos y representarlos en el plano cartesiano. A esta representacion se le
denomina nube de puntos o diagrama de dispersion.

relacion lineal directa

no relacién relacion lineal inversa
35
4 3,5
* 25
3 . 2 31—
* 2
25 25 L TN P
&
, o 2 *, R is o
15 *o .
1,5 * +* 1 .
1 L S
1 *
* 0,5 + 0,5 4
05 +4 * 0
0 0 1 2 3 4 0
0 2 4 6 0 . 2 3

La correlacién nos va a permitir medir si hay relacién entre la 2 variables estudiadas. Diremos que hay mas
relacion entre ellas cuando la nube de puntos se aproxime mds a una recta (que llamaremos recta de
regresion). Dependiendo de la pendiente de esa recta diremos que ha relacion directa o inversa.

(Covarianza oy =222 Xy, X =25 | 7 =L
N N N
;. Txf 5
Coeficiente de Correlacion r = XX { Desv.Tipica de X oy = [2L—X
ox'0y N

2 _

| Desv. TipicadeY oy = Ez‘ -Y
Recta de regresion de Y sobre X (predecirlaY) > y—Y = %2: (x—X)
Recta de regresién de X sobre Y (predecirlaX) > x — X = ?_y; (y=Y)
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EJERCICIOS DE ESTADISTICA

1. Para hacer un estudio sobre las preferencias sobre 2 modelos de impresoras 3D de reciente fabricacion,
se consideraron las ventas de un distribuidor durante 25 dias.

Ventas Modelo Impresora A(X):0222133334423333232422333
Ventas Modelo ImpresoraB(Y):2122311120111112211122221

a) Completa la siguiente tabla de contingencia de frecuencias absolutas y las correspondientes distribuciones
marginalesde la Xy delaY.

xi/Yi 0 1 2 3 4 n; Xi n; Yi ni

0

1
2
3
4

n;

b) Calcula la media y la varianza de las distribuciones marginales del apartado a).

c) Completa la siguiente tabla de contingencia de frecuencias relativas y las correspondientes distribuciones
marginales de la X y de la Y. Mirando esas tablas, ¢ podrias decir si las variables X e Y son independientes?.

xi/yi 0 1 2 3 4 n;j Xi nj Yi n;j
0

1
2
3
4

nj

d) Escribe la tabla de frecuencias de la X condicionada a que la Y=3 6 4 y escribe la tabla de frecuencias de la
Y condicionada a que la X=1.

e) Mirando las tablas de frecuencias relativas del apartado c) responde a las siguientes preguntas:
e.1) ¢Qué porcentaje de dias se ha vendido 1 unidad del modelo A y 3 unidades del modelo B?
e.2) ¢Qué porcentaje de dias se han vendido 3 unidades del modelo B?

e.3) éQué porcentaje de los dias se han vendido 2 unidades del modelo A?.

e.4) éQué porcentaje de los dias se han vendido mas unidades del modelo B que del modelo A?.

2. Tenemos la siguiente distribucion bidimensional: (1, 10), (2,17), (3,30), (4,28), (5,39), (6,47) donde X mide
los gastos (en miles de euros) de publicidad de un producto) e Y mide las ventas conseguidas (miles de euros).
Estudia si hay relacidon entre la 2 variables y en caso positivo calcula la recta de regresidn y utilizala para
saber si se invierten 10000€ en publicidad cuantas ventas se esperan obtener.
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